Premiére spécialité / Produit scalaire

@ ChingQuizz : 5 exercices disponibles pour I’ “evaluation par QCM

1. Rappels J

D) [

On considere le plan muni d’'un repere orthonormé
(O 31 J ) On considere les points A et B de coordonnées :
A(xasya) ; B(rs;ys)-

— —
Les coordonnées de AB sont: AB(xp—a;yp—Yya)

Dans le repere orthonormé (O;I;J) ci-dessous, sont
représentés quatre vecteurs:
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Graphiquement, déterminer les coordonnées de ces quatre
vecteurs.

B2) §

6n considere le plan muni d'un repere orthonorma
(O 31y J ) On considere les points A et B de coordonnées :
A(xasya) ; B(zs;ys)-
® La distance AB est définie par:
2 2
AB = \/(SUB —z4)" + (yB — ya)
® Notons K le milieu du segment [AB]. Le point K a

xA"‘SUB.yA"‘yB)
2 ’ 2

pour coordonnées: K (

_ J

Dans le plan muni d’un repere (O I J ) orthonormé, on con-
sidere les trois points suivants:
A(-4;-2) ; B(-1:2)

i C(—2,5;-2)5)

N

@ Placer les points A, B et C.

Le graphique sera complété au fur et & mesure des questions
I’exercice.

@ @ Déterminer les longueurs AC et BC.

@ On admet que le segment [AB] a pour longueur 5.
Démontrer que le triangle ABC' est rectangle en C.

@ On note K le milieu du segment [AB].

@ Montrer que le point K a pour coordonnées:
K(-2,5;0).

@ Déterminer la longueur KC.

@ Tracer le cercle € de centre K et passant par le point
A.



quizzChap/758

)

C)éﬁnition: on appelle norme d’un vecteur W la longueuﬁ

de chacun de ses représentants.

2,92 —
Exemple: considérons le vecteur w admettant pour

représentant le vecteur AB pour représentant :

/ '.B

A
La norme du vecteur 7 a pour valeur: HZ)H = AB

rProposition: dans le plan muni d’un repere orthonormé,\
on considere le vecteur u (z;y). La norme du vecteur u a
pour valeur :

¥l =verrs? 3

On considere le plan muni d’un repere orthonormé.

— , =
@ Le vecteur u a pour coordonnées u (5;2).
Déterminer la norme du vecteur wu .

@ On considere les deux points A(4;1) et B(0,5;3).
—
Déterminer la valeur de HAB H

D §

rPropriétés caractérisantes du parallélogramme: )

Soit ABC'D un quadrilatere.

® Si les diagonales de ABC' D se coupent en leurs milieux
alors ABCD est un parallélogramme.

® Si les cOtés opposés de ABC D sont paralleles deux a
deux alors ABCD est un parallélogramme.

® Siles cotés opposés de ABC D sont de méme longueur
alors ABCD est un parallélogramme.

® Si deux des cotés opposés sont paralleles et de méme

\_ longueur alors ABCD est un parallélogramme. y

On considere les quatre points suivants caractérisés par leurs
coordonnées dans un repere (O ;1 ;J) orthonormé:

2. | Introduction )

E.7 g Dans le plan, on considére le point A et les droites

(d), (A), (9):

ST

(d)

@ @ Parmi les points proposés, noter M le projeté or-

A(2:3) 3 B(-2;1) ; C(—4;-3) ; D(0;-1)
Montrer que le quadrilatere ABCD est un parallélogramme.
5 §
ﬁ’ropriété caractérisante du rectangle: j
Soit ABC'D un quadrilatere :

® Si ABCD possede trois angles droits alors ABC'D est
un rectangle.

Soit ABC'D un parallélogramme :

® Si ABCD a ses diagonales de méme longueur alors
ABCD est un rectangle.

® Si ABCD a un angle droit alors ABC'D est un rect-
L angle. )

On considere les quatre points suivants caractérisés par leurs
coordonnées dans un repere (O ;I ;J) orthonormé:

A(—-4;-1) ; B(-3;-4) ; C(3;-2) ; D(2;1)

Montrer que le quadrilatere ABC D est un rectangle.

fDéfinition : . )
® soit w(z;y) et v(z';y), on appelle déterminant

P
)

des vecteurs u et v, noté det(

), défini par:
= = ’ ’
det(u ; v)=axy —a'xy

— — . 82 g .
® deux vecteurs u et v sont dits colinéaires si, ces
L deux vecteurs ont méme directions. )

Proposition: Dags le Bl)an muni d’un repeére, on considere
les deux vecteurs u et LN
Les deux vecteurs u et v sont colinéaires entre eux si, et

seulement si, leur déterminant est nul.

Dans le plan muni d’un repére orthonormé, on considere les
quatre points:

A(-6;3) ; B(2;-1) ; C(4;-1) ; D(10;-4)
_— =
@ Déterminer les coordonnées des vecteurs AB et C'D.

. H H . 7’ .
@ Justifier que les vecteurs AB et C'D sont colinéaires.

thogonal du point A sur la droite (d).

@ Parmi les points proposés, noter N le projeté orthog-
onal du point A sur la droite (A).

@ Placer le point P projeté du point A sur la droite ().



E.8 g Dans le plan, on considere les six points et les quatre
vecteurs représentés ci-dessous:

Remarque: le quadrillage, les points et I'unité ont été choi-
sis afin que:

AB=8u ; AC=6u ; DE=6u ; DF =38u

Partie A

@ @ Représenter le point M projeté orthogonal du point
C sur la droite (AB).

@ Déterminer la valeur du produit: ABxAM

@ @ Représenter le point IV projeté orthogonal du point
B sur la droite (AC).

@ Déterminer la valeur du produit: ANXxAC

3. | Produit scalaire et projection)

1) §

ﬁ)éﬁnition: dans le plan, on considere trois points A, B)
C' (on suppose B distinct de A). On note H le projeté du
point C sur la droite (AB).

7’ . . . H H
On définit le produit scalaire des vecteurs AB et AC
comme le nombre défini par:
) —_—  —
® ABxAH si les vecteurs AB et AH sont
colinéaires et de méme sens

_ —
® —ABxAH siles vecteurs AB et AH sont
colinéaires et de sens opposés.

— —
LOI] note ce nombre AB - AC )

— — — —
@ Que peut-on dire de  AB-AC et AC-AB?

Partie B
— —
@ Montrer que: DFE-DF = —24

—_— = — —
(5) Justifier que: DE-DF = DF - DE
E On considere trois points A, B, C distincts deux a

deux représentés ci-dessous:

On note G (resp. H ) le projeté orthogonal du point C' (resp.
B) sur la droite (AB) (resp. (AC)):

@ @ Dans le triangle AGC rectangle en G, donner
I’expression de cos a.

@ Dans le triangle ABH rectangle en H, donner
I’expression de cos a.
—

— —  —
(2) En déduire 'égalité:  AB- AC = AC - AB

ﬁ)éﬁnition 8 j

Dans le plan, on considére trois points A, B, C' (on sup-

pose B distinct de A). On note H le projeté du point C

sur la droite (AB). On définit le produit scalaire des
—

vecteurs AB et AC comme le nombr(ﬁ;éﬁni par:

—
® ABxAH si les vecteurs AB et AH sont
colinéaires et de méme sens

— =
® —ABXxAH siles vecteurs AB et AH sont
colinéaires et de sens opposés.

— —
On note ce nombre AB - AC

Illustration:

— —
k AB-AC = ABxAH DE-DF =—-DExDH'




Dans un quadrillage, on considere les six points ci-dessous:

A I
N | )
\\
A
F‘l
B
Déterminer la valeur des produits scalaires:
— — — —
(a) AB- AC (b) DE-DF
E11) [t
C Dans le plan, on considere le trian-
gle équilatéral ABC représenté ci-
dessous et le point I milieu du seg-
ment [BC]. Déterminer les produits
scalaires suivants:
—y — =
(a) AB - AC (b) BA- BI
A 3cm B

4. | Orthogonalité et colinéam’té)

E.14 g Dans le plan, on considere les trois carrés de coté 2
représentés ci-dessous:

A B D

H 7 F E
Etablir les égalités suivantes:

(a)AH -AB=0 (b)BC-BC=4 (c)FE-FH=-8

5. Produit scalaire et cosinus)

o) §

51 §

G  Dans le plan, on considere le
rectangle DEFG ou le point
H est le milieu de la diagonale
% [DF], déterminer les produits
2 o scalaires :
[a\]
D dem E
— — — — — —
(a) DF - DE (b) DG - DE (¢)DF-HD

’ E.l?D E On considere le rectangle ABCD tel que:
AB=6cm et CB=25cm:

D K C
\.l\D
ot
L 5 J g
A I B
6cm

Les points I, J, K, L sont les milieux respectifs des cotés
[AB], [BC], [CD], [DA]. Le point O est le centre du rectan-
gle ABCD.

Déterminer la valeur des produits scalaires suivants:
— — — — — =
(a) AI- AC (b)IA-IB (c)IA-BI

(DpL-D6  ()KO-DB () AB-OC

5§

<rs = =
Proposition: soit u et v deux vecteurs du plan.

® Si u et v sont colinéaires:

.= = . - = — —
2 si u et v sont de méme sens: u-v:||u||><||v”

L=, = e — —
2 si u et v sont de sens opposés: u - v :—HUHXHUH
® Si?et 7 sont orthogonaux alors: 7.?:0

On considere le carré ABCD de c6té 1 et admettant le point
O pour centre représenté ci-dessous:

B A Déterminer les produits scalaires:
— — — —
(a) BA- BC (b) A0 -OC
— — — —
0 (¢) DO-CO (d) DC - BC
D

Proposition: pour to_)ut triﬂ)et de points A, B, C distincts
deux a deux, on a: AB-AC = ABXACX cos BAC




On considere la figure ci-

dessous ou: AE=4cm et
AC=2cm
et on munit le plan du repere
orthonormé, orienté dans le 20° B
sens direct, dont I'unité mesure A 250 D
1 cm, et dont ’axe des abscisses
est la droite (AD).
C
Déterminer la valeur des produits scalaires ci-dessous:
— — — — — —
(a) AB - AE (b) AC - AD (¢c) DA-DE
E{a els: )
PP
o 0 o a i i
cos o 1 ‘/3/2 ‘/5/2 i 0
sin «v 0 1/2 \/5/2 \/§/2 1
tan a 0 V3, 1 V3 X
\_ / J

E.17 E On consideére le repeére orthonormé (O;1;J) ci-
dessous:

A
> ~
N
// N F
a N
7
7 _- ~<

; ~ ~ \

/ s RN E \D
/ s N
/ 4 N \

7/

/ ’ \C \\
// / J > \
/ // \ \
/ / G \ \
I I @o ey “ “

O
,' ,’ 30 1 |
4 4 >
K % I A B

ou les angles sont indiqués en radian et les deux demi-cercles
vérifient: OA=2cm et OB=3cm.

— =
@ Justifier que: OI-0J =0
@ Déterminer les valeurs exactes des produits scalaires:
— — — —
(a)0A-0OC (b) OE-OB

@ Déterminer les produits scalaires, arrondis au dixieme

pres:

(@ ob-0F  (b)OE-OH

E{appels : j
oY 0 e a ! o
cos 1 \/572 \/5/2 T 0
sin a 0 1/2 \/5/2 \/‘;72 1
tan a 0 V3 1 V3 X
\ s J

E.18 E Le schéma ci-dessous représente un systeme de
poulies a I’équilibre. Chacun des poids exerce sur le noeud
proportionnellement a son poids.

®
@
P
oG
F
On donne les informations suivantes:
— — —
|l =sn o [E] =on s 7] =r2n

On note R la résultante de toutes ces forces:
- = = =
R=F+F, + Fy

@ Déterminer en fonction de alpha, B et  les trois produits

scalaires suivants:

- = - = = =
R-F, ; R-F, ; R-F

@ On suppose maintenarg qlE; ce systéme est en position

d’équilibre, ainsi on a R=0.

@ Montrer que les mesures des angles vérifient le systeéme

suivant :
4-cosa + 3-cosf + 6 =0
6-cos + 3-cosy + 4 =0

6-cosf + 4-cosy + 3 =0

@ En déduire les valeurs de «, (8, v pour la position
d’équilibre, arrondie au dixieme de degres.

6. | Mesure d’un angle et produit scalaire)

1) §

On considere le_s> trois_) configurations présentant a chaque fois
deux vecteurs u et v :

® ® ©
[lo N
7\\\5 c& 7(3
\ §
7 N
=1 - |
o lu

Pour chaque question, déterminer les valeurs suivantes:
fall s vl 5 v

@ Déterminer la mesure de l'angle a arrondie au dixiéme
de degré pres.



7. | Découverte des propriétés algébm'ques)

E.20) g On considere les deux vecteurs u et v représentés
ci-dessous:

—
u

X

1u

@ @ Placer les points B et C' tels que:
- — -—

u=AB ; © = AC
@ Déterminer la valeur de: 7?
—
@ @ Placer le point D tel que: 2-v = AD.

@ Déterminer la valeur de: 7(2
@ Quelle relation peut-on établir?

E.21 E Dans cet exercice, nous allons vérifier la validité de
T )

I'identité ci-dessous dans des cas particuliers: v+ w

Pour cela, on considere 4 points A, B, E} et D tels que:

—=
U=AB : o =AC : w=AD

Pour étudier la diversité des configurations possibles, nous
devrions étudier 4 disjonctions de cas: deux seulement sont
proposées ici.

Partie A

Les projetés des vecteurs v et w sur la direction du vecteur
u sont dans le méme sens que le vecteur w .

Fig. 1 Fig. 2

@ @ Placer le point H (resp. I) projeté orthogonal du
point C' (resp. D) sur la droite (AB).

, . e
@ Déterminer la valeur de: u - v + u - w

@ @ Placer le point J vérifiant la relation:
- = =
AJ=v +w

Placer le point K projeté orthogonal du point J sur la
droite (AB).

@ Déterminer la valeur de: 7 . (7 + E;)
Partie B

s s — — . .
Le projeté du vecteur v (resp. w ) sur la direction du vecteur
u est dfir;s le méme sens (resp. dans le sens opposé) que le
vecteur u .

/

/V

Fig. 1 Fig. 2

@ @ Placer le point H (resp. I) projeté orthogonal du
point C' (resp. D) sur la droite (AB).

, . T
@ Déterminer la valeur de: wu - v + u - w

@ @ Placer le point J vérifiant la relation:
- = =
Al=v +w
Placer le point K projeté orthogonal du point J sur la
droite (AB).

@ Déterminer la valeur de: 7 . (;} + ﬁ)
Partie C

8. | Utilisation des propriétés algébriques, orthogonalité et colinéarité )

[B22)

csg s 7 —
Propriétés: soit u et v deux vecteurs:
- = == —\ = — =
® u-v=uv-u ®(—u -vz—(v-u)
o e U s e e
0u(v—|—w)zu~u+u~w

On considere les deux triangles ABC et ABD rectangle en B
représentés ci-dessous avec leurs mesures:

A
& o0 4>
O c
S %
.
C 6cm B 15em D

— —
@ Vérifier I'égalité: AD-DB=-225
@ Déterminer les produits scalaires:

(a) BADA  (b) BC-CA

©
2l
3l



E.23 )On considere les deux triangles ABC et ABD rectan-
gle en B représentés ci-dessous avec leurs mesures:

A
$ = 37
¥ o c
S “
C 9em B 35cm D

@ Déterminer les produits scalaires:
= oy
(a) AC-AB (b) AC-BD
=
@ Déterminer la valeur du produit scalaire AC' - AD.

N

Proposition: soit 7 et v deux vecteurs du plan et AeR.
=S = - =
On a: ()\xu)- v =/\-(u . v)

On considere le plan muni d’'un pavage, représenté ci-dessous,
formé de triangles équilatéraux de coté 3 et de cing points A,
B,C,D, E:

E

7%

A B

_)
U
- -2 —
u=AB ; w

—
On note: = AC.

, . . . — —
@ Déterminer le produit scalaire des vecteurs u et v .

@ Déterminer les produits scalaires:

(@) AD-AC  (b) AE-AD

5

ﬁ’roposition: soit U et v deux vecteurs du plan et pouﬁ
AER.
o U -v=0-ud ®0Oxu) v=xxu )
® Si 7 et 7 sont orthogonaux: 7 7 =0
.= — c . A
® Si u et v sont colinéaires de méme sens:
= = ==
u - v =[]
® Si 7 et ;) sont colinéaires de sens contraire :
— = =0 =
u v =—[lul]x|[v]

_ J

On considére les deux triangles ABC et ABD rectangle re-
spectivement en A et D représentés ci-dessous:

B
C

)

D
@ Etablir que: BC=17Tm ; BD=12m
@ Déterminer les valeurs des produits scalaires suivants:
() BC-BA () AB-BD (o) AD-DB
(DB-AB  ()DA- 4B  (I)BC.CA
@On considere les deux triangles ABC et AC'D rectan-
gles respectivement en C et D:

C

6 cm

@ Déterminer les valeurs des produits scalaires :
— — — —
AD-AB ; AB-AC

— —
@ En déduire la valeur du produit scalaire: AB-C'D

9. | Décomposition et double-distributivité)

1) §

Rappels: ® 7(7 + I_U>) — + W
S S o s s
¢ (u+v)(w+t)=vw+ut+vw+uv-t




Le rectangle ABCD est tel que AB=8cm et AD=4cm.

D C
g )

Iﬂw O J

A 8em B

50 §

Soit a un nombre réel posi- A
tif.
On considere le rectangle
ABCD tel que:
2
AB=a ; AD:{-a.
On note I le milieu de [CD].

D

A\

A\

W

1

W\

C

O est le centre du rectangle. Les points I et J sont les milieux
respectifs des cotés [AD] et [BC).

, — =
@ Etablir que: OC -0OD = —12

@ A Paide du théoreme de Pythagore, montrer que:
0C =2/

@ Déterminer ’angle orienté COD arrondi au degré pres.

5 §

On considere
dessous  ou:
AC=2cm

et on munit le plan du repere

orthonormé, orienté dans le 20° B

sens direct, dont l'unité mesure A 250 D
1 cm, et dont I’axe des abscisses

est la droite (AD).

la figure ci- 32

AE=4cm et

C

@ Déterminer les valeurs exactes des longueurs des cotés
des triangles ABC et ADE.

(1) Etablir I'égalité:
— = —
(AD + DE) - (AB + BC) = ADxAB — DExBC
— —
@ Déterminer la valeur du produit scalaire: AFE - AC

E.2® E On considere le trapeze ABCD représenté ci-
dessous :

C 3ecm D

E /‘/‘,><'.\ _

3) . .

™ e Tl

A T B

ou: AC=2cm ; CD=3cm

Déterminer la longueur z du segment [AB] afin que les diag-
onales, [AD] et [BC], du trapeze ABCD soient perpendicu-
laires.

En se servant uniquement des propriétés algébriques,
démontrer que les droites (AC) et (BI) sont perpendiculaires.

ﬁ Etablir la propriété suivante:

“Dans tout parallélogramme, la somme des carrés des
longueurs des cotés est égale a la somme des carrés des
longueurs des diagonales.”

E.32) 8 Dans le plan, on considere le rectangle ABC'D tel
que:
AB=5ecm ; BC=

I est le milieu du segment
s’interceptent au point M.

D 5cm C

| DO

-AB
AB]; les droites (AC) et (ID)

—

a
M

X X
A I B
— —
@ En exprimant les vecteurs a l’aide de_> AD_> et AB,
déterminer la valeur du produit scalaire ID - AC

@ @ Déterminer les longueurs des segments [DI] et [AC].

@ En déduire la mesure de 'angle IMC au dixieme de
degré pres.

’ﬂ@ E On considere le carré ABCD ci-dessous. M est un
point appartenant & la diagonale [BD].

On note I le projeté orthogonal de M sur (DC) et J le projeté
orthogonal de M sur [BC].

N
A B
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\ L
N -
\ S )
\ | 7
\ | 7
\ [ad
\ e
\ Ple
< .
]
X )
//’ \\
-7 \\ !
//’ \ !
. \
e \ |
\
24 \I
N
%
D I C
i \

, —_ — —
@ Etablir la relation suivante: DI -DC = BC - JC

@ En déduire que les droites (AI) et (DJ) sont perpendic-
ulaires.



E.34 )On considere le trapeze ABC' D représenté ci-dessous :

C 4em D
L]

1,5em

o
A 6cm B

ou: AC=15em ; CD=4em ; AB=6cm

Déterminer la valeur du produit scalaire des diagonales de ce
trapeze.

E35) g On considere le triangle ABC' et H le pied de la hau-
teur issue du sommet B et dont les mesures sont représentées
ci-dessous:

B
& &
< 2
o
Q
3
A 9em H C

, — =
@ Etablir que: BA-BC =99
@ En déduire la mesure de l'angle ABC, arrondie au

dixieme de degré pres.

’ E.3® On considere le triangle ACD et on note B le pied de
la hauteur issue de A. On a les mesures:
AB=12cm ; BC=9cm ; BD=16cm

A

w2 g1

-
C 9em B 16 cm D

Etablir que le triangle AC'D est un triangle rectangle en A.

10., Double-distributivité et condition sur un angle)

@7) t On considere un rectangle ABC'D tel que:
AB=5cm ; AD=3cm

On considere le point K appartenant au segment [AB] et tel

que AK =2cm.

D M C

A K B
Soit M un point du segment [DC], on note z la longueur M C.
, — =
(1) Etablir que: KM KB =93z
@ Déterminer la longueur K M en fonction de x.

@ On souhaite déterminer la ou les positions du point M
afin que BK M =60°.

1
@ Sachant que cos 60= ok montrer que la longueur x est

solution de I’équation :
22 —6x+6=0

@ En déduire la ou les positions du point M satisfaisant

BEM = 60°.
E38)

Dans le plan, on considere le rect- D > c
angle ABCD et un point E du Phe
segment [DC] tels que: 7
BC=5cm ; AB=6cm Pug &
Mk~ 3
On note M un point du segment RS
[AD] et on note x la longueur du & T _\
segment [AM]. A - B
_>

—
@ Déterminer une expression du produit scalaire M B- MC
en fonction de x.

@ Déterminer la, ou les valeurs de x, afin que 'angle BMC'
ait pour mesure: FEM B=45°

On utilisera la factorisation :
2*—1023+1072%2 —30x+756 = (x2 — 5x—|—6) (3:2 — 5-:L‘+66)

11.) Orthogonalité, colinéarité, calcul d’angles)

@9) E On considere le rectangle ABCD représenté ci-
dessous ou I est le point d’intersection de ses diagonales et
ol les dimensions suivantes sont données:

AB=6cm ; BC=2cm

D H C

[ 'S——




@ Etablir I’égalité suivante :
— — 1 1
ID.-IC = ZADQ — ZAB2 = -8

12.) Produit scalaire et parallélogramme]

5 §

E’roposition - Définition: soit @ et v deux vecteurs )
dans le plan muni d’un repére orthonormé. On a les iden-
tités:

— 1/,— — - =

o W = (I + I -1 -7 ))
->= 1l/—= = — —

o U = (W7 - W)= 1))

o W+ + [ =2 2

Ces identités

s’appellent les identités du

Lparallelo gramme. )

On considere le triangle ABC tel que:

AB=2cm ; AC=6cm ; BC=T7cm
B
2 Lo
2
A 6cm C

A Taide de la formule:
ST e =2 - =
[ =& =[]+ o] —2xu o
Déterminer la valeur du produit scalaire: AB - AC

@ @ Placer le point D tel que le quadrilatere ABDC' est
un parallélogramme.

A l’ii)de de 151 formulze: ) oo

ld o = [Jul|” + Jlo]” + 20 - @
Déterminer la mesure de la diagonale [AD] arrondie
au millimetre pres.

13./ Coordonnées et produit scalaire)

)

H
rDans le plan muni d’un repeére orthonormé (O; 8389 ), OD

o = =
considere les deux vecteurs u (z;y) et v (@' ;y).

. . - =
® Le produit scalaire des vectg)lrs u et v est un nombre
noté w-v défini par: w-v =z’ 4y

- = .
® Les vecteurs u et v sont orthogonaux si, et seulement
\_ si, leur produit scalaire est nul. )

On considere le plan muni d’un repére (O; I;J ) et les trois
points: A(-5;1) ; B(-3;-5) ; C(-2;2).
Montrer que le triangle ABC est rectangle en A.

@ @ Déterminer la longueur du segment [/C].

@ En déduire la mesure de ’angle DIC, arrondi au degré
pres.

B §

@ Pour tout vecteur u et v, établir ’égalité suivante:

W+ o 2= |a-7|2 =4xu - o

@ On considere le parallélogramme ABCD dans le plan.
- — - =
On note: w=AB ; v =BC
e T
@ Que représentent les vecteurs u+ v et u — v pour le
parallélogramme ABC D?
@ A Taide des questions précédentes, établir la proposi-
tion suivante:

“Dans un parallélogramme, les diagonales sont de
méme longueur si, et seulement si, les c6tés adjacents
sont perpendiculaires.”

E Dans le plan, on considere le parallélogramme

ABCD ayant pour les mesures suivantes :
AB=5ecm ; AC=4cm ; AD=3cm
D C

A 5cem B

@ On rappelle la formule du parallélogramme :
@ Développer I'expression : (7+?)2

— —
@ En déduire la valeur de AB-AD en fonction de normes
de vecteurs.
— —.
@ @ Développer I'expression : (AB—AD) .
@ En déduire la mesure de la diagonale [BD].

E.44 g On considere le plan muni d’un repere (O;I;J)
orthonormal et les trois points:

A(2;1) 5 B(1;-2) ;3 C(-152).
Justifier que le triangle ABC est rectangle en A.

g Dans le plan muni d’un repere orthonormé,

on considere les trois points: A(4;7) ; B(2;3) ;
C(7,6;0,2)

Justifier que le triangle ABC' est rectangle en B.



E.46 g Dans le plan muni d’un repere (O;I;J) or-
thonormé, on considere les quatre points suivants:

A(=3;2) ; B(-2;-2) ; C(2;-1) ; D(1;3).

— —

@ Déterminer la valeur de AB - AD.
@ Démontrer que le quadrilatere ABC D est un rectangle.

E.47) E On considere le plan muni dun repere

(O;I;J) et les trois points: D(-3;-2) ; E(1;1) ;
2

F < 2; —36

Montrer que le triangle DEF' est rectangle. On précisera le

sommet de I’angle droit.

E.48 E On considere le plan muni d’un repere (O;I;J)
orthonormal et les trois points:
14 1
D(-1;3) ; E(S;S) ; F<—6;1).
Justifier que le triangle DEF' est rectangle.
E.49 E Dans le plan muni d’un repere (O I J) or-
thonormé, on considere les trois points:

A(=2:1) 5 B(-8;-3) D<—3;2>

@ Déterminer les coordonnées du point C tel que le quadri-

latere ABC'D soit un parallélogramme.

@ Montrer que le quadrilatere ABC D est un rectangle.

550) §

Soit a un nombre réel posi-
tif. On considere le rectan-
gle ABCD tel que: A B

AB=a ; AD:ﬁa —
2 J
On note I le milieu de
[CD]. Une représentation
est donnée ci-dessous:

A

\Q\ I \Q\
_ >
D — C

On gongd‘ere le plan munit gun repere orthonormé
(D; 1 ; j ) dans le sens direct ou ¢ =DC':

@ Déterminer les coordonnées des différents points de cette
figure.

@ En déduire que les droites (AC) et (IB) sont perpendic-
ulaires.

Question subsidiaire : reprendre la question @ sans utiliser
les coordonnées des points.

14.) Coordonnées et recherche des coordonnées d’un point)

E.51 g Dans un repere (O;1;J), on considere les deux
points A(—2;3) et B(4;—1) et un point C tel que:

® le point C ait pour abscisse 3.
® le triangle ABC est rectangle en B.

Déterminer les coordonnées du point C.

E.52 g Dans un repere (O;I;J)7 on considere les deux
points:

B(2,2;,-0,5) ; C(3,7;-0,9).
Le point A est tel que:

® le triangle ABC est rectangle en B
® ’ordonnée du point A a pour valeur 1.

Déterminer les coordonnées du point A.

g Dans un repere (O;I 3 ), on considere les deux

points A(—2;3) et B(4;—1) et un point C tel que:
® le point C ait pour abscisse 3.
® e triangle ABC soit rectangle en B.

Déterminer les coordonnées du point C.

E.54 E Dans un repere (O;1;J), on considére les deux
points A(—2;3) et B(4;—1) et un point C tel que:

® le point C ait pour abscisse 3.
® le triangle ABC soit rectangle en C.

Déterminer I’ensemble des points C' réalisant ces conditions.

E.55 E Dans un repere (O;1;J), on consideére les deux
points A(2;2) et B(4;—4) et un point C' tel que:

® le point C' ait pour abscisse 3.
¢ le triangle ABC soit rectangle en C.

Déterminer les coordonnées du point C.

E.56 B Dans le plan muni d’un repere orthonormé, on con-
sidere le cercle ¢ de diametre [AB] et dont on connait les
coordonnées: A(—-3;0) ; B(2;2)

Déterminer les coordonnées des deux points M et N intersec-
tion du cercle ¥ avec ’axe des ordonnées.

bV
3
B
It
A\O‘y V
N

On utilisera la proposition admise suivante:

Proposition: soit ¥ un cercle de diametre [AB]. pour
tout point M de % distinct de A et de B, le triangle ABM
est un triangle rectangle en M.




E.57 E Dans le plan muni d’un repere orthonormé, on con-
sidere les points: A(—1;1) ; B(3;0) ; C(2;2)

15., Norme d’un vecteur )

%) §

YT =
Définition: soit u un vecteur, on aE})elle norme du
vecteur u sa longueur et on la note H U H

Proposition: dans le plan muni d’un repere orthonormé,
o P ) 2
le vecteur w (x;y) a pour norme: H U H =z +y

On considere le plan muni d’un repere (O L J ) orthonormé,
le vecteur 7(3;2) et les deux points A(2;—1) et B(4;2).

, . —
@ Déterminer la norme du vecteur u .

—
@ Déterminer la norme du vecteur AB.

5 §

16. Calcul d’angles dans un repére]

B §
Proposition: Dans le plan muni d’'un repere (O;I;J),

on con_s)id‘e&)trois points ABC. On a I’égalité:
AB - AC = ABxAC X cos BAC

On considere le plan muni d’un repere orthonormé (O ;1;J):
Soit A, B, C trois points du plan de coordonnées respectives:
(=253) ; (1;-4) ; (0;-=2).
o e —>
@ Déterminer les valeurs de BA-BC, ||BA|| et || BC]|.

@ En déduire la mesure de langle géométrique ABC' au
centieme pres de degrés.

E.62) g On considere le plan muni d’un repére or-
thonormé (O;I;J) et les trois points suivants ainsi que
leurs coordonnées dans ce repere: A(3;2) ; B(5;-1) ;
C(—-2;3)

) — = —
@ Donner les coordonnées des vecteurs AB, AC et BC'.
@ Donner les valeurs des produits scalaires suivants:

— — — — — —
AB-AC ; BA-BC ; CB-CA

—_J|

0 I B

Déterminer les coordonnées du projeté du point C' sur la
droite (AB).

5 4
@ On considere le vecteur 7 ( 53 ) Montrer que:

=5
6
@ On considere les deux points A<§ ; ;) et B(g ; 2) .
— 25
Montrer que: ||ABH =%

B Dans le plan muni d’'un repere (O;I ; J), on con-

2 4
sidere les deux points A, d’ordonnée 3 et B<25O 5 — 5) tels

AN e . .
que: ||AB|| = T Déterminer I’abscisse du point A.

@ Déterminer les distances AB, AC et BC.

@ Déterminer la mesure des 3 angles du triangle ABC' ar-
rondis au degré pres.

E.63) E On considere le plan muni d’un repere orthonormé
(O;1;J).
Déterminer une mesure de I'angle orienté EDF ou D(3;5),

E(-1;0), F(2;4) au centieme de degré pres.

E.64 E On considere le plan muni du repéere (O;
orthonormé et les points A, B, C' de coordonnées:
A(l;1) 5 B(;2) 5 C(3;-1)

W)

)

Déterminer la mesure de 'angle ABC' au dixieme de degrés
pres.

E.65) E Dans le plan muni d’un repere orthonormé, on con-
sidere les trois points:
A(6;3) 5 B(1;1) ;5 C(3;-1)

Déterminer, au dixieme de degré pres, la mesure de l'angle
ACB.

17. Produit scalaire et manipulations algébm'ques)




E.66) g On considere le plan muni d’un repere (O;1;J)
orthonormé et les trois points suivants:

A(2;3) ; B(6;5) ; (C(0;6)
— —
On note: 7:AB ; 7:AC

, . — —
@ @ Déterminer les normes H U H et H v H

, . — —
@ Déterminer la valeur de: w - v

. . — —\ 2
@ @ Développer ’expression : (3>< u —2X v) .

@ En déduire la norme: H3><772><7H.

E.67) E On considere, dans le plan, le rectangle ABCD de
longueur a et de largeur b; on note J et I les projetés or-
thogonaux sur la droite (AC) respectivement des points D et

B:

D C

1
S
J
A 7 B
— —

@ @ Justifier I’égalité suivante: AC - BD = —ACxI1J

—
@ Justifier I’égalité suivante: AC - BD = b* — a?
I

@ En déduire 'expression de la longueur I.J en fonction de
a et de b.

18. Formule d’Al-Kashi: déterminer une longueur)

E.68 g On considere le triangle ABC dont les mesures
sont :

AC=377em ; BC=Tem ; ACB =48°

Déterminer la mesure, au millimetre prés, du segment [AB].

) §

fles formules d’Al-Kashi appliquées au triangle ABC
donne:

® AB? = AC? + BC? —2xACxBCx cos ACB
® AC? = AB? + BC? —2xABxBCx cos ABC
_® BC? = AB? + AC? — 2x ABxACx cos BAC

On considere la configuration ci-dessous:

R

@ Ecrire les trois formules d’Al-Kashi dans le triangle ARP.

@ Recopier et compléter les pointillés ci-dessous:
RP?2=..24..2-2x...x...xcosRMP

E On considere un triangle ABC' vérifiant les mesures :
AB=5cm ; AC=3cm ; ABC = 30°

Déterminer les mesures possibles du segment [BC] réalisant
ces conditions. (on donnera ces mesures au millimétre prés)

’ E.7D E On considere un triangle ABC' vérifiant les mesures :
BC=17em ; AC =23cm ; BAC =45°

Déterminer les mesures possibles du segment [AB] réalisant
ces conditions. (on donnera ces mesures au millimétre preés)

19. Formule d’Al-Kashi: déterminer un angle]

5w §

fles formules d’Al-Kashi appliquées au triangle ABC
donne:

® AB? = AC? + BC? — 2x ACx BCx cos ACB
® AC? = AB? + BC? —2xABxBCx cos ABC
\_® BC? = AB? + AC? — 2x ABX AC'x cos BAC

On considere le triangle ABC' dont les mesures sont :
AB=53cm ; AC=37cm ; BC=Tcm

Déterminer la mesure, au dixieme de degrés pres, des angles
du triangle ABC.

g On considere le triangle ABC' ayant les mesures:
AB=64cm ; AC=48cm ; BC=8cm

Déterminer la mesure des trois angles du triangle ABC', ar-
rondis au dixieme de degrés pres.

g On considere le triangle ABC dont les mesures

sont :

AB=55em ; AC=62cm ; BC=47cm

Déterminer la mesure de 'angle BAC' au dixieme de degrés
pres.



E.75) E Un artisan veut industrialiser sa fabrication de
boucles d’oreille (voir ci-dessous).

Pour ce faire, on doit aider le technicien de I’entreprise retenue
a déterminer les trois angles du triangle utilisé comme forme
géométrique du bijou, car la fabrication de ’outil de découpe
Iexige.

Les mesures d’angles seront données en degré, avec une
précision de 1071,

On considere la figure ci-dessous o ABC' D est un par-
allélogramme.

A

C
Déterminer la mesure de 'angle OAB. A FINIR

20./ Caractérisation des points du cercle)

E Soit A et B deux points distincts du plan. On note
I le milieu du segment [AB].

@ Et&li}r, &1} tout_p)oiélt M _d>u 2plan, la relation:
M- MB = Ml - |2l

@ Considérons un point C' tel que le triangle ABC soit
rectangle en C.

(a) Etablir que: IC=IB=IA

@ Que peut-on dire du point C relativement au cercle €
de diametre [AB]?

@ Réciproquement, que peut-on dire du triangle ABM si
le point M appartient au cercle ¥ de diametre [AB]?

Etablir cette propriété.

ﬁ Dans un repere (O 15 J ) orthonormé, on considere
les points A et B de coordonnées: A(—2;3) ; B(3;0)
et le cercle € de diametre [AB].

Déterminer les coordonnées des deux points du cercle € ayant
pour abscisse 1.

On pourra utiliser la proposition suivante :

Proposition: si un triangle est inscrit dans un cercle et
qu’un de ses cOtés forme un diametre alors ce triangle est
rectangle et ce cOté est son hypoténuse.

21.) Approfondissement: Formule des sinus)

g On considere la configuration ci-dessous:

R

M
P

A

@ Ecrire la formule de I’égalité des sinus dans le triangle
RPM

— ...xsinRAP
@ Compléter 1'égalité: sin ARP = o Xsin RAP

g On considere le quadrilatere ABC' D représenté ci-

dessous:

C

@ Les formules d’AL-Kashi donne la formule o
DC? = BD? + BC? — 2xBDxBC x cos DBC

En déduire la mesure de la longueur DC arrondie au
millimetre pres.



@ La formule des sinus exprimés dans le triangle ABD
s’exprime par :
sin DBA _ sin ADB
AD ~  AB DB

En déduire les mesures des longueurs AB et AD arrondie
au millimetre pres.

g Un bateau B rejoint le port P en ligne droite; sur

le bord de la rive, Marc et Cléa regarde le bateau rentré au
port.

sin 17@

45of\.c 550\,\\.
5 km  35km

@ @ Déterminer les mesures des angles du triangle

BCM.
@ La formule des sinus s’exprime dans le triangle M BC
par:
sin BOM  sinCMB  sin MBC
B C
En déduire la longueur BC arrondie a I’hectometre
pres.
@ Dans le triangle CBP, les formules d’Al-Kashi s’exprime
par:

¢ PC? = PB? + BC? — 2x PBxBCx cos PBC
¢ PB? = PC? + BC? — 2xPCx BCx cos PCB
¢ CB%=CP?+ PB? - 2xCPxPBx cosCPB

En déduire la distance séparant le bateau du port ar-
rondie a I’hectometre pres.

E.SZD E Un bateau B rejoint le port P en ligne droite; sur
le bord de la rive, Marc et Cléa regarde le bateau rentré au
port.

4 km : 2,5 km

Les longueurs seront arrondies a la centaine de metres pres.
@ Dans le triangle M C B, déterminer la longueur BC'.
@ En déduire la distance séparant le bateau du port.

E Deux observateurs souhaitent mesurer la distance
séparant les deux phares présents pres de leur cote. Pour

cela, ils se séparent de 3 km et effectuent les mesures d’angles
suivants :

MAB =30° ; MBA=170° ; NAB=95° ; ABN = 35°

Le schéma ci-dessous représente cette situation:

@ @ Déterminer la longueur du segment [AN] (au métre

pres).
@ Déterminer la longueur du segment [AM] (au métre
pres).
@ Déterminer la longueur du segment [M N| (a4 ’hectométre
pres).

E.84 & Déterminer les mesures des quatre c6tés du quadri-
latere ABCD au millimetre pres.

D

C

E.85) E On considere la configuration ci-dessous ou la droite
(AK) intercepte les segments [BC] et [DC] respectivement en
IetJ

K

Déterminer, au millimetre pres, la longueur AK.  (les
résultats intermédiaires doivent avoir une précision de
10~3 cem).

Remarque: cette méthode dite “par triangularisation” des
distances a été tres utile au moyen-age pour déterminer des
distances terrestres et maritimes.

22./ Approfondissement: Droites remarquables et concourance)




E.86 ) g Soit ABC' un triangle quelconque.

@ Démontrer que pour tout point M du plan, on a la rela-
tion:

— = = — = —
AM -BC+BM-CA+CM-AB=0

@ En déduire que les hauteurs du triangle ABC sont con-
courantes en un point H.

E.87) E On considere le triangle ABC' représenté ci-dessous :
A

23.) Produit scalaire et suites)

E.88 )On consideére les deux suites (un) et (vn) définies sur
N par:

® |a suite (un) est arithmétique de premier terme —6 et de
raison 3.

® la suite (vn) est géométrique de premier terme 27 et de

24.) Produit scalaire et nombre dérivé)

E.QO) On consideére les deux fonctions:
flx)=22~-b5z+2 ; g(x)=—-22+5x—1

On note respectivement ¢ et ¢, les courbes représentatives

On note I le milieu du segment [AB] et on définit le point G
— 1=

par la relation vectorielle: IG = §~I C

@ @ Placer le point G dans la figure ci-dessus.

@ Justifier que le point G appartient a la médiane du
triangle ABC' issue du sommet C.

@ @ Etablir que le point G vérifie la relation vectorielle :
— s T
GA+GB+GC=0

@ Réciproquement, montrer que le point G est le seul
pomt M du Elan verlﬁant la relation vectorielle:

M A +MB+ MC = ()
@ On note J le milieu du segment [AC] et H le point du
— 1=
plan défini par la relation: JH = 7~JB
@ Montrer que le point H vérifie la relatlon vectorielle :
— = —
HA+ HB+ HC = 0
@ Que peut-on dire du point H? Justifier vos réponses.

@ De méme, montrer que le point G appartient a la médiane
du triangle ABC' issue du sommet A.

raison —.
3

Dans le plan orthogonal, on considere la suite des points (Mn)
définis sur N par: M, (uy, ; vp)

) s S
Démontrer que les vecteurs OMs et OM, sont orthogonaux.

’ E.8® L’exercice n’existe pas.

des fonctions f et g dans un repére orthonormal.

Etablir que les tangentes respectives aux courbes € et €, au
point d’abscisse 3 sont orthogonales.

25. Produit scalaire et fonction eazponentielle)

On considere les deux fonctions f et g définies sur R
par:

fla) = 42

On note €y et €, les courbes représentatives respectives des
fonctions f et g dans un repere orthonormal.

g(x) = —de72H7

Pour z un nombre réel, on note M, et N, les deux points

d’abscisse = et appartenent respectivement aux courbes %
et €.

Déterminer 'ensemble des valeurs de z tels que les deux
P S

vecteurs OM,, et ON, soient orthogonaux.

L’exercice n’existe pas.



26. Exercices non-classés |

E.93) g Soit ABC' un triangle rectangle en A. On note H
le pied de la hauteur issue de A. I, J, K sont les milieux
respectifs des segments [AB], [AC], [BC].

@ Etablir la relation suivante: HA2=HBxHC

@ @ Etablir la relation vectorielle suivante :
— = —
Al + AJ = AK

@ Démontrer que les droites (HI) et (HJ) sont perpen-
diculaires.

E.94 g Dans le plan muni d’un repere, on considere les
deux droites (d) et (A) admettant pour équation:

(d): y=3xz—-1 ; (A): 224+6y+4=0

@ Démontrer que les droites (d) et (A) sont perpendicu-
laires.

Déterminer les coordonnées du point d’intersection des
droites (d) et (A).



