1. | Rappels )

) € @

[Voici la table de trigonométrie des angles remarquables : )
T T T T
“ 16 | 1| 3 | 3
V3 V2 1
COSs ¢ 1 - - 3 0
: 1 V2 V3
in = == = 1
S1n v 0 5 9 9
3
tan o 0 % 1 V3 X
\— J

Déterminer les valeurs exactes des expressions ci-dessous:
@ sin (71) @ cos <75—7T> @ cos (51)
3 4 6
ET05) 8 &€ @

Eroposition: formule des angles associés )
O cos(—z) = cosx O sin(—x) = —sinx
O cos(m+x) = —cosx O sin(r+x) = —sinzx
O cos(m—z) = —cosx O sin(r—z) =sinz
O cos (g—m") = —sinz O sin (g—i-x) =cosz
T T
O cos (77:17) =sinx O sin <ffx> =coszT
2 2 ),
2. | Formules d’addition )
E6ss) I &€ @
Dans le plan muni d’un repére or- A
thonormé (O 31y d ), on considére les N
points M et N tel que:
> —
loM][=a 5 [ON]=b
J M
—y —
(OI;OM):a ; (OI;ON):B 0 -
o
9] I -
@ @ Déterminer les coordonnées des points M et N.
e T
@ Donner une expression du produit scalaire OM - ON
— —
@ @ Donner la mesure de ’angle orienté: (OM ;ON >

) — —
@ Donner une autre expression de OM - ON.

@ En déduire I’égalité:
cos (ﬂ—a) = cos 3+ cos a + sin - sin «

Soit o un nombre réel. Simplifier les écritures suivantes:

@ cos (g-i—a) @ sin (a+3-7r)
@ cos (a—g) @ sin (g—a)
E.2575 ) E c @ A T’aide de la relation:

sinx T
tanx=—— ou x# §+k-7r

simplifier les expressions suivantes:

@ tan (m—i—ﬂ) @ tan (g—w>
E.8577 E c @ Exprimer ’expression suivante &
e

I’aide des rapports trigonométriques de 5 :

4
A:2~cos?7rJr?ysinﬁ—w74~sin?’—7T

5 10
el € &
S

@ Etablir I’égalité: COS% + cos i 0

@ Déterminer la valeur des coefficients o et [ réalisant
I’égalité suivante:

8 6
2-cos (—%) +3-cos77r—2-sin7ﬂ-+sin(— g) za-cosg—i—ﬁ-sing

0l € @

ﬁormules d’addition et de différence \
O cos(a+b) = cosa-cosb — sina-sinb

0 cos(a—b) = cosa-cosb + sina-sinb

O sin(a+b

(a-+b)
_© sin(a—b)

= sina-cosb + cosa-sinb
=s

ina-cosb — cosa-sinb )

Déterminer une simplification des expressions suivantes :
@ cos2x - cosx — sin 2z - sinx

@ sin 3x - cos 2x — sin 2x - cos 3x

o € @

@ En remarquant l'égalité 112:%—2, déterminer les

T LT
valeurs de cos — et sin —.
12 12

Déterminer les valeurs de:  cos m ; si
@ 2
[ e e

@ @ Développer 'expression: sin (a:—l—%)

@ Résoudre I'équation: sinz+cosx=1
. T
@ @ Développer ’expression: cos (m+§)

@ Résoudre I'équation: cosz—y/3-sinz=1
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E.2615 E c @ Montrer la relation suivante :

sin(a+b)- cos(a—b) = sina- cosa + cosb-sinb

E30) f @€ @
Simplifier I’expression suivante :
COos (m+%> — COoS (:1%%)
@ Etablir I’égalité suivante :
sinbx = sin2x ( sin 3x) ?
- sin(2z)- sin(x)

sin 2x sinx

@ Résoudre ’équation suivante:

1
73~cos(2x) + §~sin(2x) = cosg

3. | Formules de duplication J

mnnf € B

0 cos(2a) = (cosa)2 — (sin a)2

0 cos(2a) = 2-( cos a)2 -1

=5
0 cos(2a) =1 — 2-(sin a)2
=)

sina- cos a

fFormules de duplication )

_© sin(2a) = 2- D

E.4722 & c @ A On consideére le carré ABCD.

Soit M un point appartenant au demi-cercle ¢ de diamétre
[AB] se situant hors du carré ABCD.

On considére les points N, P et @ tels que le quadrilatére
M N PQ soit un carré dont les points A, B, C, D appartien-
nent respectivement aux droites (MQ), (M N), (NP), (PQ).

P

@ Montrer que les triangles AMB, ADQ, CDP et BCN

sont isométriques.

@ On note &/ laire du carré¢ ABCD, &/’ l'aire du carré
MNPQ et a la mesure géométrique de 'angle BAM.
!/

A
Montrer que 1’égalité : - 1+sin(2a)

@ Pour quelle valeur de «, I'aire A’ est le double de 'aire
A.

B 2 1
@ Etablir la relation suivante: <cos %) =7 (\/5 + 2)

@ En déduire la valeur de cos %

B 1
@ Etablir la relation: sing =5 2 — \/5

4. | Opération sur les écritures trigonométrique)

E.8578 ) g c @ On considére les deux nombres com-

plexes:
z1=14+1 ; 22:3+\/§-i
@ Déterminer I’écriture trigonométrique des nombres com-

plexes z1 et z».

@ Effectuer le produit z;-zo.
trigonométrique de ce produit.

En déduire D’écriture

@ @ Exprimer le module du produit z;-z2 en fonction des
modules de z; et za.

@ Exprimer 'argument du produit z;-z2 en fonction des
arguments de z; et zo.
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E.8579 ) g c @ On considére les deux nombres com-

plexes:
2 =2-21 ; 23=—1++/3i

@ Déterminer ’écriture trigonométrique des nombres com-
plexes z1 et zs.

z
@ Donner 'écriture trigonométrique du quotient Sty
22

z
@ @ Exprimer le module du produit ZL en fonction des
22
modules de z; et za.
z
@ Exprimer 'argument du produit ZL en fonction des

Z2
arguments de z; et zo.

E.5952) g c @ Donner V’écriture trigonométrique

des nombres complexes:

T .. T

@ z21 = 2-((}051 — 1os1nZ)

@ __3 2 . . 2w

29 = — ~<cos? +1~sm?)
@ z3 = cosz +i-sin (fz)
3 6 6

T . . 37

@ 24 = 2~(COSZ +i-sin Z)

E.3828) E c @ & Rechercher tous les couples

(21; 22) de nombres complexes satisfaisant aux conditions:

Z1 29 =

Sw\r—
w

21 + 2'22 =

5. | Ecritures exponentielles ]

g c @ Donner ’écriture algébrique des

nombres complexes suivants :

. LT s

@ 21 = 3-e'™ @ 29 = ﬁ-el'4 @ 23 =243 "6
E.3848 g c @ Déterminer I’écriture exponentielle

des nombres complexes suivants :
@ =-3i

@2’1:5 @2’2:—3
(D z=-3+31 (e)zs=-2v3-2i (£)z=1+3-3i

Déterminer I’écriture trigonométrique de chacun des nombres
ainsi obtenus.

’@@ ﬁ c @ & On considére les deux nom-

bres complexes :
CV6—i2
= 5 :
@ Donner D’écriture trigonométrique des nombres com-
plexes z1 et zs.

@ @ Etablir I’égalité suivante :

T Fs

cos (—7) +i-sin (—7> T -
6 6 = €08 — +i-sin —

cos (—%) +i-sin (—%) 12 12

z
@ On définit le nombre Z par la relation: Z = =
22

Déterminer I’écriture trigonométrique du nombre com-

plexe Z.
@ En déduire que:

cos T = V6 V2 T _V6-V2

12- 1 R 1
@ On considére ’équation d’inconnue réelle x :

(\/6+ \@)~cos:c+ (\[f \/i)osinx =2

Résoudre cette équation dans R.

z1 ZQZl—i

s § @

(1) Soit z un nombre complexe admettant la forme exponen-
tielle:
z=re"? on reRY, ek

Déterminer la forme exponentielle des nombres com-
(d) =
@ @ Justifier I’égalité suivante: 2-efi% :—2'ei'277T
@ En déduire ’écriture exponentielle de:
2.¢7"3 + 3-431'2?7T

plexes suivants: @ z

6. | Produit, quotient d’écriture emponentielle]

B §

(1) Donner I'écriture exponentielle des deux nombres com-

plexes suivants: zy=1—-1 ; z9=1+i
@ En dédilire.l’écriture exponentielle du nombre complexe :
—i
Tt
E.8581 ) g c @ Déterminer I’écriture exponentielle

1+
1—v/3

du nombre complexe z3 définie par: z3=

E c @ On consideére les deux nombres com-

plexes:
=141 ; z=+3+i

@ Déterminer les écritures exponentielles des nombres z; et

zZ9.
@ On note z3 et z4 les deux nombres complexes définis par:
21
Z3=Z21022 3 24 =
22

Déterminer les écritures exponentielles des nombres z3 et
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Z4.
E.5366 ) E @ On considére les deux nombres com-

plexes donnés ci-dessous:

z1 = \/g'ei% ; = \/é'e_i%

Déterminer une expression simplifiée des calculs suivants:

@2’1'2’2 @ﬂ @Zl—l-ZQ

2

E.425?D E c @ A Dans C, on considére les deux

nombres complexes suivants :
za=1—1 ; zp=2++/3+i

@ Déterminer le module et un argument de z4.

~ . 2B L. 1.
@ Ecrire — sous écriture algébrique.

ZA
ZB i
@ Montrer que: —2 =(144/3)-¢"3
ZA
@ En déduire I’écriture exponentielle de zp.

ﬁ c @ A On considére dans C les nom-

bres complexes z; et zo de module 1 et d’arguments respectifs
a et . Montrer que:

(1 + 22’
z1-22
E.6380) ft
bres complexes (zn) définie par:
20 = \/g—i 5 Zngl = (1 —i—i)-zn pour tout neN

est un réel positif ou nul.

& On considére la suite de nom-

@ Déterminer la forme algébrique de 2.

@ Déterminer la forme exponentielle de zg et 1-+i.
En déduire la forme exponentielle de z.

@ Déduire des questions précédentes la valeur exacte de

cos(ﬂ)
12

’ E.8582) t c @ On considére le nombre complexe z
défini par:
141

T34 /3d

@ Déterminer I’écriture algébrique du nombre complexe z.

@ En déduire la mesure principale de ’angle 0 réalisant :

V2+1/6 V6 - V2
1 1

cosf = ; sinf =

7. | Ecriture exponentielle et mesure principale de [ ’argument)

E.53SD E @ On considére les deux nombres com-

plexes suivants donnés sous leur forme exponentielle:
27 3w
z21=2e"3 ; zp=23e"4

Donner 'écriture exponentielle des expressions suivantes :

@ 2122 @ (Z1)2'22 @ (22)3

Indication: On donnera les mesures principales des argu-
ments

wa) §

(1) (a) Soit z; le nombre complexe admettant pour écriture
algébrique: z;= —2~\/§—|—2~i
Déterminer I’écriture exponentielle de ce nombre.

@ Soit z9 le nombre complexe vérifiant :

3
2ol = V2 ; arg(z) = d

Déterminer I’écriture algébrique du complexe 25

Déterminer, & votre convenance, soit [’écriture al-
K K

gébrique, soit ’écriture exponentielle des nombres com-

plexes suivants:

@21'2’2 @21+Z2

Indication: On donnera les mesures principales des argu-
ments

8. | Puissance d’écriture ewponentielle]

E.858?D E c @ On considére le nombre complexe z
défini par:
z=1+i

E3830) § @&

On définit les deux nombres complexes z et 2’ par:
z=3—41 ; =241

Déterminer I’écriture algébrique des nombres suivants:
@z—&-? z-2 @?-z—&-i
@ Considérons les deux nombres complexes z et 2z’ admet-

tant pour écriture algébrique:
5w

i i
z=2¢e"1 ; 2 =¢e"6

Déterminer I’écriture exponentielle des nombres com-

plexes suivants: -
/
@- ®: w2 @)

Indication: On donnera les mesures principales des argu-
ments

m E c @ Le plan complexe est rapporté

& un repere (O u ; v) orthonormé direct. On cons1dere
I'application z de C dans C définie par: f:z+—— 22,

a:\/i—i~\/§

@ Exprimer a sous écriture exponentielle.

On considére le complexe :

@ En déduire les nombres complexes antécédents du nom-
bre a par f.

100

Etablir que le nombre 2% est un nombre réel.
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E.4325 & c @ mPour chacune des propositions

suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une
démonstration de la réponse choisie.

@ Soit z:3+i-\/§.

Proposition 1: Pour tout entier naturel n non nul, z3™
est imaginaire pur.

@ Soit z un nombre complexe non nul.

Proposition 2: Si g est un argument de z alors:

li+z] =1+ ||

9. | Formule d’Euler )

Esisd) f @ B

Définition: on linéarise une expression de la forme
cosP(x) - sin?(z), ou p,g €N lorsqu’on la transforme en une
combinaison linéaire d’expression de la forme cos(n-x) et
sin(m-x), oo n,meN

Etablir la linéarisation suivante:

1 1
2= g g'cos(4x)

E.5947) g c @ On souhaite linéariser 1’expression
cos®(z):

2

cos(z)?- sin(x)

10., Formule de Moivre )

£8585) @€ @

Prérequis: pour tout entier naturel n et tout nombre réel
0, on a:
(cos 0 +1i-sin 9)" = cos (n@) +1i-sin (n@)

11. Cours ]

E3290) &€ B A
E{appels: )

O Si z est un nombre complexe non nul, on a I’équivalence

suivante:
|z| = r z = r(cosf +isinf)
—
argz = 0 & 2w prés r >0

O Pour tous nombres réels a et b:

{ cos (a+b) = cosa-cosb —sina-sinb
\_

sin (a+b) = sina-cosb + sinb-cosa

Soient z; et zo deux nombres complexes non nuls.
Démontrer les relations:

|z122| = |21] - |22]

@ Soit z un nombre complexe non nul.

Proposition 3: Si le module de z est égal a 1 alors

9, 1 ;
z°+— est un nombre réel.
z

’ E.5325) B c @ On considére le nombre complexe:
a=(—/3+)"".

Indiquer si laffirmation suivante est vraie ou fausse en jus-
tifiant la réponse:
“Le nombre complexe a est un nombre imaginaire pur.”

@ A T’aide de la formule d’Euler et la formule du binéme,
établir: ) ) ) )
e—31'z + 3.7 4 3.0l _|_631~x
8

cos®(z) =

cos(3x) + 3- cos(z)

@ En déduire l'identité: cos®(x) = 1

E.599 @ Pour tout nombre réel z et pour tout

entier k£ non-nul, établir la relation:

[cos(z)]** = 4%' (2:> +22,€1_1]:Zi @k) cos[(2k—26)]

@ A Daide de la formule du bindme, établir identité :
(cos@+i-sin9)3 = (4-cos(0)3—3-cosf) +i(3-sind—4-sin(6)?)

@ A T’aide de la formule de Moivre, établir les identités:

cos(30) =4-cos()3—3-cos ; sin(36)=3-sinf—4-sin(0)3

arg(z122) = arg(z1) + arg(ze) a 27 pres.

’ E.33OD c @ A On rappelle que pour tout vecteur

w non nul, d’affixe z, on a:
% Y ~
lz| = lw] ; arg(z) = (u ; w) a 27 pres.

ﬁ’rérequis: on sait que si z et 2z’ sont deux nombres com}
plexes non nuls, alors:
arg(z-z') = arg(z) + arg(z’)
Soient z et 2z’ deux nombres complexes non nuls. Démon-
trer que:

L arg (;) = arg(z) — arg(z’)

J
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E.5951 ) c @ On considére deux nombres complexes

z et 2’ non-nuls de modules respectifs r et 7’ et d’arguments
respectifs 6 et 0'.

@ Donner D’écriture trigonométrique des nombres com-
plexes z et 2’.

12.) Exercices non-classés )

E.528(D c @ & Soit les nombres complexes :

=2 4+iV6 ; m=2+42i ; z=2L
22
@ Ecrire Z sous forme algébrique.

@ Donner les modules et les arguments de 27, 29 et Z.

@ En déduire cos 112 et sin 1%

@ Montrer que le nombre complexe z-z’ est un nombre com-
plexe de module (r-7') et d’argument (046").

z
@ Montrer que le nombre complexe — est un nombre com-
z

plexe de module ; et d’argument (6—0").

/

’ E.528D c @ A On considere I'équation (E) suiv-

ante: 22+200s(%) 2+1=0

Indiquer si la proposition suivante est vraie ou fausse en jus-
tifiant votre affirmation :

“L’équation (E) a deux solutions complexes de modules égaux
al’
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