Hors programme lycée / Algebre: expression du second degré avec
discriminant

1. secona EBETBJ eauatzon '

& B

[Les racines d’un polynéme sont les valeurs annulant (h
polynéme.

Pour un polynéme a-224b-z+c du second degré, le nombre
de racines existantes dépend du discriminant :

A<0 A=0 A>0

Aucune solution 1 solution 2 solutions

b —b—/A —bty/A

2a . ; .
k a 2-a 2-a J

Déterminer les racines des polynoémes du second degré:

(a)2z?+22-35=0
(c)ba?—32+2=0
(e) —22%2+32-5=0

@21’2—5m—|—2=0
(d) 922 — 242 +16 = 0

(f) 322 —z4+4=0

c @ Résoudre les équations suivantes:
(a)22?-32-2=0 (b)2?—3z+1=0

c e On considére les deux fonctions f et g

définies sur ]—1 ; —l—oo[ définies par les relations:
-2
f(x) ;og@)=22-3

o+l
Dans un repere (O;1;J), on note €y et €, les courbes
représentatives des fonctions f et g.
_ 222 —2—1
z+1

@ En déduire les abscisses des points d’intersection des
courbes ¢y et €.

c @ Résoudre 'équation: —6-22—8-2—2=0

@ Etablir l'identité: g(z)—f(z)

'ﬂ"‘lll"-"”‘H"_y‘”"‘.ll"ll'-H_Wll‘llll'll.l'"l..l"lll-l'mﬂl"ll'"lll'u’

c e Résoudre les équations suivantes:
—? 44z +3=0

(a) =322 +32+3=0

3. Second degre: forme factorisee

& B

fLa factorisation d’un polynéme a-z2+b-z+c du second da
gré dépend de la valeur de son discriminant :

a-(z—a)(z—p)
Aucune 2 R
factorisation | ¢ (w—f— 2. a) ot «a et B sont
K les deux racines du polynémesJ

Factoriser, si possible, les expressions suivantes :

4. Eecon;z ;zea're: ’megiuatzon '

D€ @

c @ Résoudre les équations suivantes:
(a)a® —42-3=0 (b) 222 —4x -8 =0

(a)a?+42+3 (b)5a? —dz—1 (¢)32% +4z+1
(d)42® +3z+4 (e)1222 +360+27 (£)32%+3z+4

c e Factoriser, si possible, les polyndémes du sec-

ond degré ci-dessous:

(a)322+42+1 (b) —42? + 5z

Indication: présenter les résultats sous la forme:
(a'ﬂc + b) (c-m + d) ou (a~x + b)2 avec a,b,c,d€Z

(¢) —42% +122 -9

f1e tableau de signes d’un polynéme du second degré dépenm
du signe du coefficient du terme du second degré et du signe
du discriminant.

Les six possibilités sont représentées ci-dessous :

A < O A — O « et 3 sont les deux racines
|- oo +oo | x|-co  —b/2a +oo | x|-c0 « B_+oo
T T T
a>0 & + 84+ 0 + | B +0-0+
- - https: /{cliingmath.fr )BEE
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Dresser le tableau de signes de chacune des expressions suiv-

antes:
(c)22® -1

@2x2+x—1
@43}2—3x—1 @—m2—4az—1

@—3x2+2x+1

@—m2—m—1

A la question @, on pourra donner les valeurs approchées
au centiéme des racines.

CCONA. deare.:.. . 1abledill. de - 1.a1r2.ar1.0 Il'l_u-.ll'l'ul"l-l._wllul."

c @ On considére les fonctions f et g définies

sur R définies par les relations:

f@y=2>4+z+1 ; g(x)=-22>-32+5

@ Etablir le tableau de variations de chacune de ces fonc-
tions.

@ Etablir le tableau de signes de chacune de ces fonctions.

6. mmmmmmmm’

c @ Dans le plan muni d’un repére (O o J), on

considére les courbes € et 6, représentatives des fonctions
f et g définies par:

f@)=—-2?+42-3 ; g(x)= ;-wQ —b5r+1

\ [4]

b

L/ \

Les questions ci-dessous doivent étre traitées algébriquement :

7.  Equation et ensemble de resolution

E c @ On considére I’équation suivante:
1

1
_ -0
222 —-3x+1 22245x+2

@ Déterminer I’ensemble de résolution de cette équation.

@ Déterminer I’ensemble des solutions de cette équation.

B c @ Résoudre les équations suivantes en ten-

ant garde a ’ensemble de résolution de chaque équation :

@ VEE— 5 =5

® g = e
322 —8x+4 5x2—6x—28

@ Déterminer les antécédents de 0 par les fonctions f et g.
On donnera les arrondies au centiéme prés.

@ Déterminer la position relative de ces deux courbes.

c On considére les deux fonctions définies re-

spectivement sur R et R\{—1} et par les relations:
f(z) i g(z) =22 +2

:2-x—|—3

) 4-224+10-2+4
(1) (a) Etablir I'égalite: g(x)—f(w)=%

@ Dresser le tableau de signes du polynome 4-2%+10-z-+4
en laissant les étapes de votre raisonnement.

@ Dans le plan muni d’un repére (O I J), on note & et

@y les courbes représentatives des fonctions f et g.

2
Comparer les courbes € et €, sur } —35 400 {

E c @ On considére la fonction f dont 'image

d’un nombre réel x est définie par la relation:
fl@)=/~22% - 30 +2
@ @ Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.
@ Dresser le tableau de variations de la fonction f.
@ On consideére la droite (d) d’équation: y=-5-z.
@ Résoudre I'équation: —2x2—3x+2=25-22.

(b) Justifier que la droite (d) intercepte la courbe €
représentative de la fonction f en un unique point.

c @ Résoudre I'inéquation: —4-22+43-2+7<0

https: //chingmath.fr (BEE
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8.
c @ Résoudre les inéquations suivantes:

2 —x 1822 — 12z + 2
<0 — >0
@2:15—1 ® 3rrz—2

22 4+2x—5 r—2 3r—1
— >0 — 0
@ x @x—i—l ac—1<

c @ Résoudre les inéquations suivantes:
322 — bz +2 2z -5 z+1

( : ) ————= <0 ( : ) ——— < ——
—322 + 4z — 2 20—1 43

c e Résoudre

2 _
3x 5x + 2 <0
—3x2 -4z +2

c @ Résoudre dans R I'inéquation:

3224+ 4x+4
522 +x—4

c @ Résoudre dans R I’équation suivante:

—x2—3+2_ 1
3 T2 +1

c @ On considére la fonction f dont I'image d’un
nombre réel x est donnée par la relation:

T+ 2
f(m)_x2—|—2x—3

@ Résoudre l'inéquation: f(z)>0

Iinéquation  suivante:

>0

@ Parmi les quatre courbes ci-dessous, une seule est la

I nequations_er_exrpre O IMIPI"

courbe représentative de la fonction f. Laquelle?

R Y 74
2 2
1 6\ 1

1 2 3 4 b -4 -3/-2 -1

o] 1

-1

-2 (52

B Y 74

2 2
(53 1 <54

)--3-h‘1&1234'§4/-3-211234
-2 -2

c e Donner I'ensemble de définition de la fonc-

tion f définie par:

/ 2¢ + 1
flw) = 1_x2+5a:—1

c e On considére les deux fonctions f et g

définies respectivement sur R\{—1} et R par les relations:
222 + 32— 3

M@ ==5r
Résoudre l'inéquation: f(z)>g(x)

c e Résoudre dans R I’équation et 'inéquation

suivante :

—z2-3 1 4z
—  + 2= <bzr—3
® 5 T o1 @x+1 v

b 4 -3 -2 -10
-1
2

—

;o ogle)=a—2

t c e On considére les deux fonctions f et g

définies sur | —2;4o0] par les relations:

z—1 3r—3
@ @ Etablir I’égalité suivante:

g 4 Eg?
F@) = g(z) = ?();jli(2-x+4)1

@ Déterminer la valeur des réels a, b et ¢ vérifiant la re-

lation suivante: ( )( ) )
z—1)(axz*+bx+c
fe) =9l@) = D@ + 9
@ Déterminer I’ensemble des solutions de 1’équation :
f(@)—g(z)=0

@ @ Dresser le tableau de signes de:  f(z)—g(x).
(on admettra que le produit (z2+1)(2-z+4) est stricte-

ment positif sur | —2;+00|).

@ En déduire la position relative des courbes €5 et €,
sur l'intervalle ] —2;400 [

t c e On considére la fonction f dont I'image

d’un nombre z est définie par la relation:

@ Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.

@ Soit ¢ la fonction affine définie par la relation:

g(x) =z +3
@ Déterminer la valeur des réels a, b et ¢ vérifiant I’égalité
suivante : ( \( 20y )
1—z)(a-z*+b-x+c
f(x)—g(z)=

2-22-3
@ En déduire la forme factorisée de f(z)—g(x).

(3) (a) Dresser le tableau de signes de f(z)—g(x) sur

Iintervalle } —\/g; \/g[

On admettra que ’expression 222—3 est négative sur

R

(b) En déduire la position relative des courbes €} et €,

sur l'intervalle } —\/g; \/g[
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c @ On considére les deux fonctions f et g

définies sur R par les relations:
flx) =223 -1022 +62+12 ; g(z)=2x—4
On considére ¢ et ¢, les courbes représentatives des fonc-

tions f et g.
@ Mountrer que 2 est solution de ’équation: f(z)=g(z).

@ Déterminer la valeur des réels a, b, ¢ vérifiant :

f(@) —g(x) = (z — 2) (a-2® + bz +¢)

@ En déduire la forme factorisée de I'expression:
f(z) —g().

@ @ Dresser le tableau de signes de la différence:

f(z) —g(x)

@ En déduire la position relative des courbes €; et ¢,

sur R.

c @ On considére les deux fonctions f et g dont

les images d’'un nombre x sont définies par les relations suiv-

10. Un peu plus lown

- c e On munit le plan d’un repére orthonormé

(O;1I;J) et on considére les points A(—0,6;1,2) et B(1;0)
@ Déterminer la mesure de la distance AB.

@ On souhaite déterminer les coordonnées du point C' tel
que le triangle ABC' soit équilatéral :

@ Justifier que les coordonnées du point C' vérifient les
deux équations suivantes:
(xc+0,6)" + (yo —1,2)" = 4
(zc — 1)2 +yo? =4

4 1
@ En déduire 1’égalité suivante: y= §x+§

@ En déduire les valeurs possibles de x.

@ Donner les coordonnées des deux points réalisant

antes:

flw)= 15 5 gl)=ar il

2

@ @ Déterminer le tableau de variations des fonctions
f et g respectivement sur les intervalles ]2;—1—00[ et
1
[~55+00]
@ Justifier, & la vue du tableau de variation, que les
courbes €5 et €, ne s’interceptent qu'une seule fois
sur lintervalle |2 ; 4-o00].
1
E):——=+/2z+1
(E) =2 ot
@ Déterminer les valeurs de a, b, ¢ afin que:
(x—2)%22z+1)—1= 2z —3)(a-z? + bz +¢)
@ En déduire les solutions de I’équation :
(x —2)%2(2z+1)—1=0.

@ Déterminer les solutions de I’équation (E).

@ On souhaite résoudre ’équation :

I’énoncé.

c @ Le but de cet exercice est de démontrer que

les seuls polynomes périodiques sont les polynémes constants.

On utilisera la proposition suivante:

Tout polynéme réel de degré n admet au maximum n
acines réelles.

Notons a un nombre réel non-nul et P un polynéme péri-
odique de période a:

@ On note @ le polynoéme défini par:
Q(z) = P(z) — P(a)
Justifier que, pour tout n€N, on a: Q(n-a) =0

@ En conclure que le polynéme P est constant.

c @ On considére le systéme suivant:
z-y=—1
(@ —2)(2y+3) =0

2 3
@ Vérifier que le couple <§ ; —5) est solution de ce sys-

téme

@ Justifier que les abscisses des solutions de ce systéme for-
ment ’ensemble des solutions de 1’équation suivante sur
R*: 322 —8x+4

@ En déduire ’ensemble des solutions de ce systéme.
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£33 @& B

Déterminer les solutions du systéme d’équations suivant :
Ty =—2

{(2y+3)(x—2) =1

@ On considére les deux fonctions g définies dont les images
d’un nombre x sont définies par les relations suivantes:

f(a:):7_3x ) 2

g(x) = ——
Voici la courbe représentative de ces deux fonctions:

20 —4 x

@ Justifier que les points d’intersection de ces deux
courbes vérifient le systéme d’équations de la question

@ En déduire les coordonnées des points d’intersection
des courbes € et €.

c @ Résoudre le systéme d’équations:
2z 4+ 3y = 12
XYy = —2

systéme  suivant:

c @ Résoudre le
2 +4y%> =5
rxy =1
Indication: Ce systéme posséde quatre couples de solutions.
c @ Résoudre le
—5r? +4y? = —1
rxy =1

systéme  suivant:

Indication:
tions.

c @ Résoudre le systéme suivant :
—222 —2y? = —4
rxy = —1

ce systéme admet deux couples comme solu-

Indication: ce systéme admet deux couples pour solutions

c @ Résoudre le systéme suivant:
4a* +y* = -3
rxy =1

Indication:
lution.

ce systéme n’admet aucun couple comme so-

- # @ m Résoudre le systéme suivant:

{ —2? +9y? =
xxy:—2

Fo@g e A

@{ —10x2+4y2 =6 @{ —7x2+4y2 =9
Xy = —2 Xy = —2
{ —4z? +3y? = 8 @ { 222+ 1y? = —1
TXy = —2 xxy = —1
{ 122 4+ —8y% = —7 @{ 202 + —Ty? =1
rxy =1 XYy = 2
{ 32+ —5y? =17 @{ 4a? + —4y? = 7
XYy = —2 Xy =3
{5m2+ 4y2:4 ®{6x2+ —5y2 =9
TXY = Xy = —9
- # @ m Résoudre le systéme suivant:
{695 +7y? = -8
TXYy = —9H

# @ Résoudre le systéme d’équations:

{x2+y2+z2 1
z+ y+ z=1

# @ m Résoudre le systéme suivant :

TXYy = —2
{(x+8)(y+—2) = -7

# @ Résoudre les systeémes suivants:

XYy =3 XYy =3
@{(x+—1)(y—|—l):4 @{(x+5)(y+5):8
rxy =4 Xy =6
@{(Jc+6)(y+3):4 @{(x+—3)(y+1):6
Xy =717
© { (x+2)(y+2)=-5

# @ m Résoudre le systéme suivant :

rxy =4

{(x+6)(y+3) = -8

# @ m Résoudre le systéme suivant:

{ TXy = 2
(-1(y-9) =2

# @ m Résoudre I'équation suivante:

XYy = 2

{(»’v+4)(y—1) = -2

https://chingmath.fr )BREE
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Un_peu. plus. loin. CchRangeineél :mmmmnm’

8@ B

Déterminer les racines du polynéme:
(P): 2?-8z+4

@ Développer et simplifier les expressions suivantes:
a=(1+3)" ; b=(1-3)’

@ On consideére le polynome (P’) défini par:
(Py: xt-8a2%+4

@ Montrer que 14+4/3 est une racine de (P’).
(b) En déduire les quatre racines du polynome (P’).

c e Résoudre les deux équations suivantes en

utilisant le changement de variable:

@P:x4—5~x2—|—4 @P':x4+5-x2+4

c @ A On consideére l'expression (E) définie

par:
(B): 2* =323+ 42> =32 +1=0

@ @ Mountrer que si a est solution de I’équation (E) alors

— Dest aussi.

a
@ Montrer que l’équation (E) est équivalente a
I’équation :
3 1
(E'): 2> =3x4+4——+—5=0
T

13. Eecona aeare: EroEzemes |

c @ Un champ est composé de deux carrés et

d’un triangle rectangle. On a représenté ce champ dans la
figure ci-dessous:

A 4\zn B x E
[ ] W L]
1 X\
D W\
F
G

14. Eme'r’czces non-cZasses l

c @ On considére le polynéme du second degré

(E): 22+3z+3.
@ Déterminer le discriminant du polynome (E).

@ En effectuant un raisonnement par I’absurde et en sup-

@ @ Développer ’expression suivante :
1 1
<x+——1)<x+——2>
x x

1
@ En utilisant le changement de variable X =z+—, mod-
x

ifier 'équation (E’) en une équation du second degré
en X.

@ Résoudre I’équation en X obtenu & la question précé-
dente.

(d) En déduire les valeurs de = solution de (E).
@ Donner I'ensemble des solutions de I’équation (FE).

c e On considére I’équation (E) définie par:

2t =823 4222 - 82 +1=0
@ Montrer que équation (E) est équivalente a:

8 1
E):a?—8z+2—-+—=0
(B): 2 =8z 4+2— —+

@ Déterminer les réels a, b et ¢ vérifiant la relation:

1 1y2 1
x2—8x+2—§+—2:a‘(:p+—) +b~(x+—)+c
x x x

1
@ En posant pour changement de variable X =z+—, ré-
x

soudre 1’équation (E’).

@ Justifier que I'aire A du champ a pour valeur en fonction
de z:
A(r) = 2% + 22 + 32

@ En déduire la valeur de la longueur z afin que laire totale
du champ soit de 200 m?2.

posant que l'expression (E) admette la forme factorisée :

(E): alz —a)(z—p)
Etablir que 'expression (E) n’admet pas de forme fac-
torisée.
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¢ e
@ Etablir 'identité suivante :

ar’+br+c=a (:r+b)2 <M>
a 2a 4a?

Cette question permet d’affirmer que tout polyndme
du seconde degré a-z’+b-x+c admet une écriture

de la forme a[(az—&-ﬁ)Q—v}.

s’appelle la forme canonique d’un polyndme du
second degré.

@ @ Justifier que l'expression :

) ) o
33 2a 4a? o

admette aucune solution, une solution, deux solutions
suivant la valeur de b% — 4ac?

Cette derniére forme

a

@ Pour chacune des équations ci-dessous, décrire
I’ensemble des solutions: c’est-a-dire s’il est vide ou
le nombre d’éléments le constituant :

(E) : 42 — 5z + 4 (F): 222 —x—1

(G) : 922 — 24z + 16

L’ensemble des solutions de 1’équation ar’+bxr+
c=0 dépend du signe de b? - 4ac. On appelle
discriminant du polynéme ax?+br+c le nombre noté

A valant :
A=b2—4dag-c.

Relativement & la question précédente, on en
déduit qu’une équation du second degré admet comme
ensemble de solution:

® 1’ensemble vide si A<O,

® un ensemble & un é&lément si A=0,

® un ensemble & deux éléments distincts si A>0.

@ On considére une polynoéme du second degré ayant un
discriminant strictement positif: A=b%>—4a-c>0

b2
( : ) Factoriser ’expression : (m + 2—) - A
a

@ En déduire que ’équation du second degré:
a-2>+b-x4+c=0
admet pour solutions:

—b— VA —b+ VA
T = —5—— ; Ta=
2-a 2-a
@ On considére I'équation (H): 2z2+2x—12=0
Déterminer le discriminant du polynéme 222 +2x—12.
Combien de solution admet 1'équation (H)?

@ Par application directe de la question @@, prouver
que I'équation (H) admet pour ensemble de solution

{-3:2}

https: //chingmath.fr B


Cet exercice n'est pas encore corrigé.
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