Hors programme lycée / Comportements asymptotiques

1. Eremze'r‘e aEEmcEe I

c e On considére trois fonctions f, g et h trois

fonctions définies sur R par les relations:
z+ 2 _ 2x—1 _2-332—1—:1:

f(x)zm ;o oglx) = NG b h(z)=——

On donne ci-dessous un tableau de valeurs pour chacune des
fonctions:

x 1] o1 0,01 0,001 0,0001
f() 3| 21 2,01 2,001 2,000 1
1 4 | 301 | 30001 | 3,000001 | 3,00000001
P 0,01 0,000 1 0,000 001
—0,98 —0,9998 —0,999 998
g9(z) — — —
0,1 0,01 0,001

2. ;azCUZS ae Z'Lmztes a z Zni;:::'

c @ Déterminer les limites ci-dessous:
(a) lim z-(2z+1) (b) lim (3—4a)(z+1)

T——00 T—+00
3z —4
(o) lim 32+ 2+ 5~ im 2
T —00 T + T —+00 54 =
x

2
@ lim 3 @ lim v

r—=—o00 20 — 1 z——00 3 — 21

¢ @ Parmi les limites proposées ci-dessous, don-

ner celles représentant une forme indéterminée; donner la
valeur des autres limites:

@ lim 2z%— 23

@ lim 5z3 — 222

x——+00 T —00
3
. . / 2

@ lim vt VE @ lim —x2—|—1

TH>~+00 2 zo—co —xd + 1

3. alcu

c @ Déterminer les limites ci-dessous:

€ l1Mmniies en _un ree

x 1] o1 0,01 0,001 0,0001
ha) 3] 012 [ 00102 | 0001002 | 0,00010002
5 | 05 0,05 0,005 0,0005

Remarquer que, dans chaque tableau, les valeurs de x “pro-
gressent lentement’ vers 0.

@ @ Pour chaque tableau et a l'aide de la calculatrice,
observer la progression des valeurs approchées de ces
quotients.

@ Dans chaque cas, faire une conjecture sur la valeur lim-
ite de ces images lorsque:
“x tend vers 0 par des valeurs supérieures a ('
Pour la fonction f, cette valeur se note:
lim f(z) ou lim f(z
lim /() ou lim_f(x)
x>0
@ A l’aide de votre calculatrice, tracer les courbes représen-
tatives de ces fonctions et observer la courbe au “voisi-
nage”’ de I'axe des ordonnées.

c @ Déterminer les limites ci-dessous:

. 3x+ 2 . 22+ 3x—1
@xETow—?,x @mll)ﬁloo 2 + 1

_ 2 _

z—oco 2 —4x + 7 a:'—1>+oo 5 — 32

a2t +3z+1
@ tim SFsEtl
z—oco 3 — 222 + 4 ztoo  3x102 — 556

c @ Déterminer chacune des limites suivantes:

(a) lim —5z% -7z (b) lim 2z% — 322

T —+00 T —+00

' 2100 _ 544 o 14
@ lim

z7 — 528 . x5 — a3+ 2
@ w'kr—noo 2 @ w'gr-ir-loo —212 —x+2
3 —z2+5 22 —5x+2
li _— li _—
@zHHPoox‘l—i—fix—i—l ® lim 322 1 bz — 1
3 —2
1 1
® M or -1 @zig,l— =z
:El—>2
. 4 — ¢ . ($—5)(7—$)
1 1
@x”él+3—2x @mif?— 22 — 10
2
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c @ Déterminer, si possible, les limites ci-

dessous:

@ lim

z—0+ Tsinx

¢ @ Parmi les limites proposées ci-dessous, déter-

miner celles représentant une forme indéterminée ; donner la
valeur des autres limites:

2
@ lim T2 (b) lim

z—0t T

(0) Tim v3-22

x»—)§

—4x+4
n—>221:2—|—x 6

.—>021:2 3r+1

(e lim —— (f) lim 5x+3—i

0t A /272 _|_ x T4

4. EEGZCUZS ae zzmztes I

c @ Déterminer la valeur des limites suivantes:

z»—>oo 3_9

@ lim —r=2
1+ —222+7x—3

422 — 122+ 9

. 20—z +3
@xi:inzf 2+ @IHB—xQ—I—E)x—G
@ limoox—

@ lim z—
T —00 T+

c e Déterminer, si possible, les limites ci-

dessous:

2 _
@ tim_ 2 ® iim
ZH'*'OO.Z‘—\/E

1
: C) li [22 11 —
xi{(l)l+ rsinx meoo LA v
6—x—3

li _ 1
Jm ooy D dmo— e

S e e e 4

¢ @ En observant chacun des tableaux de varia-

tions ci-dessous, écrire les limites correspondantes aux bornes
de son ensemble de définition et préciser ci la fonction admet
des asymptotes horizontales ou verticales:

@ xr —00 2 400

3 +
Variation
de f
oo o0

222 + 1 222 + 1

1

2

—1+ x—l

- c @ Déterminer les valeurs des limites suivantes:
3
ot -z T+5
® im ® iim, 24
x

z=0 12 o2+ 4 —
Tz +1 r—5
li li _—
© fim, 55 @ lim, 322 _ 11z 1 6
3z +2x—1 222 4+ Tz —6
lm —mM—— li _—
@ H{l+ z—1 ®z»gg+ 2 —4x +4

iL‘l—>§

c @ Déterminer la valeur des limites suivantes:

x5 — 212 .
@CEDEIJ,I}OO $2+ T @z»BIJIrloo .’IZ2—4—£L‘
@ lim 4_2\/; @ lim a3 +2—

T—>400

vV1—=x
@ lim 522 —dw 3

11— —4x + 2

¢ @ Donner si possible la valeur des limites suiv-

antes ; indiquer parmi celles-ci les formes indéterminées :

@ lim @1 L

@—+oo T — 2 252 322 — 3z — 2

. z? ) 1
© lim; 55 @ m ——
@ lim 2?—z+1 @ lim v=3

T—400 z——1+t 2T+ 2

—1
Variation
def

0
Variation
def
oo
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c @ Ci-dessous est représentée la courbe

représentative €y de la fonction f définie sur l'intervalle
[—4 ; 4] :

6. ESEZmEtote oEZzEue l

E1H) @ @

On considére la fonction f définie dont 'image d’un nom-
bre x est défini par:

623 + 2% + Tz +9
flx) = 3
22 —x 4+ 3
Montrer que la droite (d) d’équation y=3z+2 est
I’asymptote & la courbe € en —oo et +oo0.

@ On considére la fonction g définie par la relation:

(m)_4x2—8$—|—5
W& =39,

Déterminer les valeurs des nombres réels a et b vérifiant :

lir_ilo<> [g(x) = (a-x+b)] =0

T

7. ESEZmEtote 0522511,6 et etuael

c @ On consideére la fonction f dont I'image de

x est définie par la relation:
422 + 10z — 2
r)=—
f(@) z+3
@ Déterminer les limites de cette fonction aux bornes de
son ensemble de définition.

@ @ Déterminer la valeur des trois nombres réels a, b, ¢
vérifiant :

Les asymptotes horizontales et verticales a la courbe ¢ a été
représentées en pointillés.

Dresser le tableau de variations complet de cette fonction.

c @ Dans le plan muni d’un repére (O;I;J),

on a représenté la courbe représentative € d’une fonction f
définie sur [—3;6]\{1}
4

Les asymptotes & la courbe € sont représentés en pointillées.

@ Préciser la nature et ’équation de chacune des asymp-
totes a la courbe &%.

Donner la valeur de chacune des limites suivantes:
. Y ) I
A f(@) s lim f@) sl f(@)

c 422 + 10z — 2
z+3  z+3
@ En déduire une expression de la fonction f’ dérivée de
la fonction f.

ax+b+

@ Dresser le tableau de variations complet de la fonction
f (noublier aucune valeur dans le tableau).

@ Déterminer I’équation de ’asymptote oblique en +oo.
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# % On considére la fonction f dont l'image

d’un nombre = est donnée par la relation:

2
f@) = 6rc+x+1

@ Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.
@ Déterminer I’expression de la fonction dérivée de f.
@ Dresser le tableau de signes de la fonction f.

@ En déduire le tableau de variations de la fonction f.

@ En étudiant les limites de la fonction f aux bornes
de son ensemble de définition, compléter le tableau de
variation.

@ Montrer que la fonction f admet en —oco et en +oo la
droite (d) d’équation y=3x—1 pour asymptote oblique.

c e m Soit f une fonction définie et dériv-

able sur l'intervalle |—3; —I—oo[, croissante sur les intervalles
[—3 ; —1] et [2 ;+00| et décroissante sur I'intervalle [—1 ; 2].

On note f’ sa fonction dérivée sur lintervalle [—3 ;00 [

La courbe I' représentative de la fonctlon _f est tracée ci-
dessous dans un repére orthogonal (O 'L' i J )

Elle passe par le point A(—3;0) et admet pour asymptote la
droite A d’équation y=2x—5

=

T

pd

——
——

8. mmnmmmmmj

En @ &

@ Dans le repére ci-dessous, tracer la courbe représentative
2+z
de la fonction f: xn—>i3

Les réponses ne seront pas justifiées.

Notation : une réponse exacte rapporte 0,5 point ; une réponse
inexacte enléve 0,25 point ’absence de réponse ne rap-
porte aucun point et n’en enléve aucun. Si le total des
points est négatif, la note globale attribuée a I'exercice
est 0.

@ L’équation f(z)=4 admet exactement deux solutions
dans l'intervalle [—3;4o00].

(2) lim f(z)=+oo

T——+00

@ lim ’f

T——+00

@ r©
@ f'(£)>0 pour tout nombre réel x appartenant a
llntervalle [ 2,1]

c e m Soit f a fonction définie sur ]O;~|—oo[

par:
T \/§
= 4+ Y=
\/§ 2-x
et soit € la courbe représentative de f dans un repére or-
thonormé (O;I;J).
@ @ Etudier les variations de f sur l'intervalle ]0 ;+00 [

@ Préciser les équations des asymptotes de € (pour
déterminer ['une de ces asymptotes, on étudiera
lim (f(x)-—))
x—+00 \/§ ’

@ Tracer la courbe €.

@ @ Soit m un nombre réel et soit A la droite d’équation
y=m. Discuter, suivant les valeurs de m, le nombre
de points d’intersection de A et de ¥.

@ Pour tout m> \/5, on appelle A et B les points
d’intersection de A et de €. Soit I le milieu du seg-
ment [AB]. Montrer que, quand m décrit lintervalle
]\/5;4—00[, I décrit une partie, que 'on précisera, de

x—5’—+oo

3
la droite D d’équation x= Ty
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8ty
A
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Voici un des paradoxes de Zénon d’Elée (500 - 430 Avant
Jésus Christ):

“Il n’y a point de mouvement, car il faut que le mobile
arrive au milieu de son parcours avant d’atteindre la
ﬁn77

@ @ Ainsi, nous allons nous déplacer sur une droite
graduée du point A(4) vers le point B(3): on dira
que c’est un déplacement vers la gauche, mais égale-
ment que l'on se dirige vers 3, mais en restant avec
des valeurs supérieures a 3, on notera z+—— 37. En se
déplagant & la maniére de Zénon d’Elée, on notera:
® uo l'abscisse de position initiale: c’est-a-dire 4;

® wuq ’abscisse de la moitié du parcours restant: 3,5;

® w5 'abscisse de la moitié du parcours restant: 3,25;

Compléter le tableau suivant :

n 0 1 2 3 4 5 6 7

un| 4 | 35 | 3,25

@ Vérifier, en vous servant des fonctions et du tableau
de valeurs de votre calculatrice, que la valeur de u,,
peut s’exprimer en fonction de la valeur de n par la
relation (fonctionnelle) suivante :

_3+(1>"
Uy = 5

@ Donner, pour les trois premiéres précision demandée
dans le tableau ci-dessous, a partir de quelle valeur de
n, U, est une valeur approchée de 3:

Précision 101 10~2 10-3 1010

Valeur de n

@ Pour utiliser cette formule dans le tableau, nous allons
la transformer :

1in
3 (f }—3 0,5x10~10
[ +(3) < Do

H?, n (%)n} - 3} %1010 < 0,5

1\n
(5) %100 < 0,5
Déterminer le plus petit entier naturel n vérifiant cette
I'inégalité.
@ Existe-t-il un n vérifiant u,, =37
Peut-on dire qu’il existe un rang N a partir duquel u,,
devienne une valeur approchée de 3 & 107190 prés.

On notera que lim u, =3. Cela signifie que la posi-
n+—-+oo

tion u,, sera aussi proche que 1’on souhaite de 3, pour
autant qu’on augmente la valeur n.

5
(3) (a) Montrer que: f(z)=1+——r:
z—3
. . 1
@ Soit n un nombre entier, on pose x:3+2—n. Donner

Pexpression de f(z) en fonction de n. Simplifier cette
écriture.

@ Compléter le tableau suivant a 'aide des valeurs ex-
actes:

x| 4| 35 | 325 | 3,125 | 3,0625
f(z)

@ Que peut-on dire de la valeur de f(x) lorsque x
s’approche de plus en plus vers 3 par la gauche. On
notera cette valeur lim f(x).

3t

3,03125

@ Que peut-on dire de la position relative de la courbe
représentative de f et de la droite d’équation z=3. On
dira que la droite d’équation =3 est une asymptote
verticale & la courbe représentative ¢

@ Que peut-on dire de lim f(z); c’est-a-dire de la valeur
T3~
limite de 'image de = lorsque x vers 3 par la droite (en
gardant des valeurs inférieures a 3).

Nous allons maintenant étudier le comportement de la fonc-
tion f lorsque x va tendre vers +oo.

@ @ On considére la suite de nombre défini par v, =
3+2™. Compléter le tableau ci-dessous:

n 1 2 3 4 )

Un

@ Compléter le tableau suivant avec les valeurs exactes:

x U1 Vo U3 (2 Us
f(x)

@ Que peut-on de la valeur de f lorsque x tend vers +oo.
On notera cette valeur lir+n f(@) (la valeur limite de
I—>+00

limage de x par la fonction f lorsque x tend vers +00)

@ Que peut-on dire de la position relative de la courbe
relativement & la droite d’équation y=17 On dira que
la droite d’équation y=1 est une asymptote horizon-
tale & la courbe représentative €.

@ Imaginer rapidement quel sera la valeur de lim f(z)
T——00
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# e On appelle fonction homographique toute

a-z+b
+d

fonction dont I'expression algébrique est de la forme

avec a, b, ¢ et d des nombres réels fixés.

@ @ Pour quelle valeur de x cette fonction n’est pas
définie.

@ Que pouvez-vous dire dans le cas ot ¢c=0 et d=0.

On admet la proposition suivante:

9. E:BB’I’C’LCCS non-cZassés '

# @ Pour chacune des fonctions ci-dessous,

déterminer leur ensemble de définition puis aux bornes de
leur ensemble de définition, déterminer les limites “a gauche’
et “a droite’.

fi:ox— set 1 ;g m»—)—l
x—2 T (2z —1)(3x +5)
h: x»—>x—+2 ; jrox 20 =4
42 +4x+1 x2 -1
222 + 5z 4 2

a-x+0b

_ t
c-x+d et

Toute fonction homographique x+—

g’écrire sous la forme z+— o + ———
c-rx+d

@ Pour chacune des fonctions ci-dessous, déterminer son
ensemble de définition, ainsi que leurs valeurs de « et 3:
3r+2 b T
z+1 ' 1—2x
- 20 — 4
e 5+ 2z

@ En déduire pour chacune d’elles I’équation de leurs
asymptotes horizontales et verticales.

g:zT—

# @ faire exercice de la forme limite en 0

)33

et

222 + x
1 3

z a3
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