Hors programme lycée / Suites: raisonnement par récurrence

1. | Manipulations algébriques (pour l’hérédité ))

E.1 )Etablir I’égalité suivante pour tout entier naturel n
différent de 6:

(%~n+4)—6: )

n—=6 3
Etablir I’identité ci-dessous pour tout entier naturel n:
1 _ n+1
9__ "  (n+1)+1
n+1
E.3 )Etablir identité suivante pour tout entier naturel n:
100n+1
n+ 10 _9.n-1
10n+1 11 n+1
—+1
n+ 10

E.4 )Etablir Pidentité suivante pour tout entier naturel n:
. 1+ (0,5)"
n

+1 B 1+ (0’5)71-&-1
2:(n+1) - n+1

E.5 )Etablir I'identité suivante pour tout entier naturel n:

(n+2)-(1+2n)+1
n+1

Etablir I’identité suivante pour tout entier naturel n:
n-(n+1)-(2n+1) (n+1)(n+2)(2n+3)

=142(n+1)

1)? =
5 +(n+1) 5
Etablir I’identité suivante pour tout entier naturel n:
2 6
(1 + —)«(4%2 +12n+45) + —
n+1 n+1

=4(n+1)2+12:(n+1)+5

E.8 )Etablir I’égalité suivante pour tout entier naturel n:

3 3"
X3n—|—]. B 3n+1
n T an+l
1 4ax— 3+l
3" +1

2. | Introduction au raisonnement par récur'r'ence)

E.9
’g%oit (un) une suite dont le terme de rang n est définie,

pour tout entier naturel n, par:
2:n

n+1

Donner l'expression simplifiée des termes ;41 €t tn42
en fonction de n.

Up =

@ Soit (’Un) une suite dont le terme de rang n s’écrit en
fonction de n:
v, = 3" 447+ pour tout entier naturel n.

Donner une expression des termes v, 1 et v,12 en fonc-
tion de n.

@ Pour tout entier naturel n non-nul, on a 1’égalité:
12492 42— n.(n+1)6~(2n+1)
Donner Pécriture de cette identité au rang (n+1).

E.10 )On considere la suite définie par:
1 3
o Ung1l = s + 5
@ Calculer les valeurs des six premiers termes de la suite

(un), puis de leurs valeurs arrondies au millieme pres.

U0:7

@ On remarque que ces premiers termes vérifient la pro-
priété: w, > 2 pour tout n€N.

3. Récurrence - inégalités ]

Comment peut-on justifier que tous les termes de la suite
(un) vérifient cette propriété?

E.11)On considere la suite (uy) < définie par la relation
de récurrence et vérifiant les conditions:

=1 ; up =4 ; Upto=2Upq41 —u, pour tout neN
@ @ Déterminer les cinq premiers termes de la suite (un)

@ Emettre une conjecture quant a la nature de la suite
(tn)-
@ Que reste-t-il & montrer pour établir cette récurrence?
@ @ Donner I'expression simplifiée de wp42—tp41.
@ Cela suffit-il pour justifier la conjecture?

E.12 )Soit la suite (un) définie pour tout entier naturel n

par:
1 1 2
=73 ; Un+1:§'(un+*> pour tout n€N
Un,

@ On considere la suite f définie sur ]0 ; —&-oo[ par:

0= )

Dresser le tableau de variation de la fonction f.

@ Peut-on conjecturer une minoration de la suite (un) pour
les termes de rang supérieur ou égal a 2.



E.13 )On considere la suite numérique (un) définie sur N

par:
9

6 —u,

u =1 ; Upy1 = pour tout neN
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on
a 'encadrement: 0<u, <3.

E.14 )On considere la suite (un)neN définie par:
3

uyg =3 ; un+1:§-un—1

@ Etablir que, pour tout entier naturel n, on a: u, >3

pour tout neN

@ En déduire que la suite (un) est croissante.

On considere la suite (un) définie sur N par:

ug = -3 ; unH:,/S—&—u?n pour tout neN.

4. | Récurrence - égalités )

E.18 )On considere la suite (un) définie sur N par:
up =0 ; Upy1 =uy+2n+2 pour tout neN

Montrer, a l'aide d’un raisonnement par récurrence, que le
terme de rang n de la suite (un) admet pour expression :
Uy = n?+n

E.19)On considere la suite (u,) d’entiers naturels définie
par:

Ug — 14
Up41 = DU, —6 pour tout neN

Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n:
2u, = 5"T2 4+ 3.

E.QO) On considere la suite (un) définie pour tout entier na-
turel n par:

1
ug =2 ; un+1:5-un+3x0,5".

Etablir, a 'aide d’un raisonnement par récurrence, 1’égalité
suivante pour tout entier naturel n:
IR
Up = —8X (g) 1 10x0,5"
E.21 )Soit (un) la suite définie par son premier terme ug=>5

et, pour tout entier naturel n par:

Up4+1 = 0,5u, +0,5n —1,5
A Paide d’un raisonnement par récurrence, démontrer que:

U, = 10x0,5" +n —5

E.22 )On considere la suite (un) définie par:
ug =3 ; Upy1 = 9IX2" —u, pour tout neN

Montrer, a I'aide d’un raisonnement par récurrence, que la
suite (un) est une suite géométrique dont on précisera le pre-
mier terme et la raison.

@ Déterminer la valeur du terme de rang 1 de la suite (un)

@ Démontrer que, pour tout n € N*, on a I’encadrement :

O0<u, <2
La suite (un) est définie par:
u =1 1 Up41 = -u, +n—1, pour tout neN.

2
Démontrer que pour tout n>3, on a: wu, > 0.

E.17
wontmr que pour tout entier naturel supérieur ou égal a
3,on a: 2n2> (n—|—1)2

@ Montrer par récurrence que pour tout entier n supérieur
ou égal 4 4: 2" > n?

E.23 )On considere la suite u définie par:

Ug = 0
1
Un+1 =

2 —u,

pour tout neN."

Démontrer, a ’aide d’'un raisonnement par récurrence, que
pour tout entier naturel n, on a:
n

Un = =g
E.24 )On considere la suite (uy,) définie par:
™ty + 1 tout entier n € N*
Ul == ; Upy1 = ———— pour tout entier n
TG )

Montrer, a ’aide d’un raisonnement par récurrence, que pour
tout entier naturel n non-nul, on a:

_1+(05)"
" n
E.25 )Pour z#1, montrer que pour tout n€N, on a:
1— n+1
1+x+x2—|—-~-+x”:$
11—z

Etablir la propriété suivante, a l’aide d’un raison-
nement par récurrence pour tout n>1:
nn+1)2n+1)

6

’ E.QD On considere la suite (wn) dont les termes vérifient,
pour tout entier naturel n>1:
wo=1 ; nw,= (n + 1)-wn_1 + 1 pour tout neN*

P4+22 4324 +n? =

Démontrer a ’aide d’un raisonnement par récurrence qu’on a
la relation suivante pour tout entier naturel n non-nul:
Wn+1 — Wp = 2

’ E.28)On considere la suite (un) définie, pour tout neN,

par:

un+1+un
2

Démontrer par a ’aide d’un raisonnement par récurrence que,
pour tout entier naturel n:

u =0 ; wur=1 ; uUpyo2= pour n =0.

1
Un+1 = _g'un +1



E.29 )On considere la suite (un) définie sur N par la relation
de récurrence suivante:
up =0 ; Upy1 =up —2n+ 11 pour tout neN

@ A Taide du logiciel de votre choix, tracer le nuage de
points associé au 15 premiers termes de cette suite.

@ Faire une conjecture quant a la nature de la courbe pas-
sant par ces points.

@ A Tlaide de trois points choisis de cette courbe,
déterminer I’expression de la fonction f réalisant I’égalité
ci-dessous pour les trois abscisses de ces points:

Up = f(?’l)

@ Etablir, par récurrence, ’expression des termes de la
suite (un) en fonction de leur rang n.

5. | Récurrence - problémes ]

E3D On considere la fonction f définie par:
(@) 2z 41
) =
z+1

On admet les propriétés suivantes de la fonction f:

® La fonction f est croissante sur [1 ; 2]
® Size(1;2], alors on a f(z)€[1;2]
On définit la suite (v,,) définie par:
v9=2 ; Upy1 :f(vn) pour tout n€N.
Etablir, par des raisonnements par récurrence, les deux pro-
priétés suivantes de la suite (v;,):
@ Pour tout entier naturel n: 1<wv, <2.

@ Pour tout entier naturel n: v,y <vy,.

E.32)On considere que la suite (u,) définie par:

1+ 3u
g pour tout entier naturel n
3+ uy,

On admet que tous les termes de cette suite sont définis et

strictement positifs.

U =2 ; Upy1 =

@ Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel,
ona: u,>1.

@ @ Etablir que, pour tout entier naturel n, on a:
(1 = up)(1 + uy)
3+ up

Un+1 — Up =
@ Déterminer le sens de variation de la suite (u,).

E.33 )On se place dans un repére orthonormé et, pour tout
entier naturel n, on définit les points (4,) par leurs coor-
données (z,, ;yn) de la facon suivante:

To = —3 Tn+1 = 0,8z, — 0,6-y,
Yo = 4 ’ Yn+1 = 076$n + O,Syn

Pour tout entier naturel n, montrer que le point A, appar-
tient au cercle de centre O et de rayon 5.

E.30 )On considere les constructions suivantes :
1" étape  2ieme 4tape 3ieme ¢tape
On note (un) la suite numérique définie sur N* ou u,

représente le nombre d’allumettes nécessaire a la construc-
tion de la n'*™¢ étape.

@ Déterminer une relation de récurrence entre un terme de

la suite (uy,) et de son prédécesseur.

@ Démontrer, a ’aide d’un raisonnement par récurrence,
que le terme de rang n de la suite (un) admet pour ex-
pression :

Up = 202 + 20

’ E.3AD Soit la suite numérique (un) définie sur N par:

2 1
Ug =2 ; Upy1 = gun + g-n—i— 1 pour tout n€eN

@ @ Calculer uy, ug, ug et uy, puis donner leurs valeurs
arrondies & 102 pres.

@ Formuler une conjecture sur le sens de variation de
cette suite.

@ @ Démontrer que pour tout entier naturel n:

Uy <K+ 3
@ Démontrer que pour tout entier naturel n:
Unit =t = 3(n+3 = up)

@ En déduire une validation de la conjecture précédente.

E.35 )On considére la suite (w,) dont les termes vérifient,
pour tout nombre entier n>1:

wo=1 ; nw,= (n+ 1)-wn_1 + 1 pour tout neN*.

@ Compléter le tableau de valeurs de la suite (wn) ci-
dessous :

wo w1 wa ws Wy Ws We

1

@ @ Faire une conjecture quant a la nature de la suite
(wn) et ses caractéristiques.

@ Ecrire la relation de récurrence donnant n-w, pour le
rang (n+1).

@ Etablir, par un raisonnement par récurrence, que la
suite (wy) est arithmétique; on précisera les éléments
caractéristiques de cette suite.



E.36 )On considere la suite (un)neN définie par:
ug = 5

2 6
Uy, = (1 + 7)'un,1 + — pour tout entier n>1
n n

@ @ Calculer uq.

@ Les valeurs de usg, us, ug, us, ug, U7, Ug, Ug, U10, U1l
sont respectivement égales a:
45, 77, 117, 165, 221, 285, 357, 437, 525, 621.
A partir de ces données conjecturer la nature de la
suite (dn)nEN définie par: d,=upir1—Up.

@ On considere la suite arithmétique (Un)n N de raison 8
et de premier terme vy=16.
Justifier que la somme des n premiers termes de cette
suite est égale & 4n2+12n.

6. | Récurrence forte ]

E3@ On considere la suite définie par les relations:
w=3 ; w1=8 ; Upt1=5u,—6-u,_; pour tout neN*

@ Déterminer les valeurs des termes us et us.

@ A l’aide d’un raisonnement par récurrence, montrer que
pour tout entier naturel n non-nul, on a:
Uy = 2™ + 2% 3™

E39) On considere la suite (un) définie pour tout entier na-
turel n par:

7. Limites et récurrences )

E.41 )Partie A
On considere la fonction f définie sur Ry par:
(@) T+ 2
€Tr) =
2z+4+1
@ Déterminer la limite de la fonction f en +oo.

@ Dresser le tableau de variations de la fonction f.
@ Justifier que la fonction f est strictement positive sur R
Partie B

On considere la suite (un) définie sur N par:
Uy + 2

ug =2 ; Unt1 = 3

———— pour tout entier n €N
Uy + 1

@ A Taide d’un raisonnement par récurrence, établir que
pour tout entier naturel n, on a ’encadrement :

1
@ @ Etablir que pour tout entier naturel n:
1 —U, +1
Upp1 — 1= ———
s 2-u, + 1

@ Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel
n, u,—1 a le méme signe que (—1)".

@ Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel
T, On a:
U, =4n?2 +12n+5

@ Valider la conjecture émise a la question @@

E.37 )On considere la suite (un) définie pour tout entier na-

turel non-nul n définie par:
n+ 2

U =7 ; Upy1 = u, —3 pour tout ne€N*

@ Soit (vn) la suite définie par:
u
v, = —  pour n€N*,
n
Démontrer que la suite (vn) est une suite arithmétique
dont on précisera le premier terme et la raison.

@ En déduire une expression des termes de la suite (un) en
fonction de n.

u =0 ; up =2 ; Upt1 =4u, —4u,—1 VneN*

Montrer, a ’aide d’un raisonnement par récurrence, que les
termes de la suite (un) admettent pour expression :
Uy = N-2"

E.40 )Montrer, & l'aide d’un raisonnement par récurrence,
I’égalité suivante:

D1 = (1) Yk
= k=1

k=1



E.42 )On considere la fonction f définie sur Ry par la rela-
tion suivante:
T

fle) = 1+22

On note € la courbe représentative de la fonction f dans un
repere (O i1 J ) dont la représentation est donnée ci-dessous:

2

of

o 1 2 3 4 ) 6 7

@ @ Justifier que la fonction f est croissante sur RT.
@ Justifier que la courbe ¥y admet une asymptote en
+00.
@ Déterminer 1’équation réduite de la tangente (T') & la
courbe %y au point d’abscisse 1.

@ On considere la droite (d), premiere bissectrice du
plan, d’équation y==x. Etudier la position de la courbe
¢ relativement a la droite (d).

@ On considere la suite (un) définie par les relations:

3-uy,
Ug == ; Upyl = ————
079 0 Tl T o,

@ Démontrer, a I’aide d’un raisonnement par récurrence,
qu’on a ’encadrement suivant :
0 <up <ups1 <1 pour tout entier naturel n.

@ Démontrer, a I’aide d’un raisonnement par récurrence,
I’égalité suivante:
3"
341
@ En déduire la limite de la suite (un)

@?D On définit les suites réelles (u")n>0 et (U")n>o par:

Up, pour tout entier naturel n.

Up? +5
Ul = T
ug =2 ; pour tout neN "
0 p uni\/g
Uy =

un+\/5

On admet que les suites (u,) et (v,) sont définies sur N.
C’est-a-dire qu’on a pour tout entier naturel n:

U #0 5 va#—1/5

@ Montrer que pour tout n>0, on a v, 1= v 2. En déduire
la relation: v, =vo2")  pour tout n>0.

-1
@ Montrer que vg=——=- et en déduire la majoration:
(2+\/5)
ool <
Vo| X 16 .

Déterminer alors la limite de la suite (U")n>0’ puis celle

de la suite (un)n>0 quand n tend vers +o0.

E.44 )On définit :
® la suite (u,) par:

ug = 13
1 4 .
Upt1 = gun + v pour tout entier naturel n

® la suite (S’n), pour tout entier naturel n, par:

n
Sn=zuk=uo+ul+~-+un

k=0
@ Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n:

En déduire la limite de la suite (un)

@ @ Déterminer le sens de variation de la suite (Sn)
@ Calculer S,, en fonction de n.
@ Déterminer la limite de la suite (Sn)

On considere la suite (un)n en définie par:

up =1 ; Upy1 = %un +n—2 pour tout neN
@ A l'aide d’un raisonnement par récurrence, établir que,
pour tout entier naturel n, on a:
25 1\ 3 21
wn="7(3) +3m- g
@ Soit S, la somme définie pour tout entier naturel n par
n

S, = Z ug. Déterminer ’expression de S,, en fonction
k=0
de n.
@ On considere la suite (Ln) définie par:
L, == pour tout entier naturel n.
n

Déterminer la valeur de la limite de la suite (Ln)

BAG)

(1) Soient les suites numériques (u,) et (v,) définies pour
tout n€N par:
Upt1l = Up—2

up =1 ; pour tout neN
v, = 2%

@ Montrer que la suite (v,,) est géométrique. Déterminer
ses éléments caractéristiques.

@ On pose pour tout neN*: S, =vo+vi+-+v,
8

lim S, ==
oo 3

@ On définit la suite (xn) définie par:
1

Etablir la limite suivante:

z0=0 ; xpy1 =2+ pour tout n€N

2 2
@ Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n
non nul:

> + i +- 1t i
Ty = = — A _
2 22 2n
@ En déduire une expression simple de x,, en fonction de
n.

@ Déterminer la limite de la suite (z,,).



E.47 )Soit (un)n N’ la suite définie par la relation de
récurrence suivante :
u =0 ; u; =1
4 1
Upt2 = g'un+1 — gun pour tout neN

@ Déterminer la valeur exacte des cinq premiers termes de
la suite (un)

@ On définit la suite (vn)n en- définie par:
Up+41 = Unpt+1 — Up  pour tout entier naturel n.

8. | Suites et probabilités ]

E.48 )Pierre et Claude jouent au tennis. Les deux joueurs ont
la méme chance de gagner la premiere partie. Par la suite,
lorsque Pierre gagne une partie, la probabilité qu’il gagne la
suivante est 0,7. Et s’il perd une partie, la probabilité qu’il
perde la suivante est 0,8.

Dans tout ’exercice, n est un entier naturel non nul. On
considere les événements:

® G, : “Pierre gagne la n-iéme partie”.

® P, : “Pierre perd la n-iéme partie”.
Pour tout entier naturel n non nul, on pose: p,=P(G,).
@ Etudions les deux premieres parties:

@ Compléter I'arbre de probabilité ci-dessous:

@ Déterminer la probabilité de I’événement Gs.

@ Sachant que Pierre a gagné la seconde partie, quelle
est la probabilité que ce soit Claude qui ait gagné la
premiere partie?

@ Continuons a étudier les parties entre Pierre et Claude:

@ Compléter I’arbre de probabilité ci-dessous:
n+1

Ghn
P

+1

n+1

A

+1

@ Déterminer les quatre premiers termes de la suite (vn)

@ Montrer que la suite (vn) est une suite géométrique;
on précisera ses éléments caractéristiques.

@ Par un raisonnement par récurrence, montrer que pour
tout n€N, on a:

w3 - G

@ En déduire la limite:

lim  u,.
n—-+o0o

@ En déduire la relation:
Pnt1 = 0,5xp, + 0,2 pour tout neN*

On considere la suite (vn) définie pour tout entier naturel n

non-nul par la relation: v, =p,— £

@ Prouver que la suite (vn) est une suite géométrique de
raison 0,5.

@ En déduire une expression des termes de la suite (vn),
puis des termes de la suite ( n) en fonction de n.
(e) Déterminer la limite de (p,) quand n tend vers +oco.

@ Quelle interprétation peut-on donner de la valeur de
la limite de la suite (pn) relativement a 1’énoncé de
lexercice?

E.49 )Dans un espace probabilisé (Q ; 77). On considére une
suite d’événements (An) vérifiant les relations suivantes:

Pa, (An = 0,6
P(A0) =04 { (Ar)

pour tout n€N
Pai(Ant1) =04

On note: pn:P(An).
@ Compléter I’arbre de probabilité ci-contre.

@ Etablir que: /A”‘*‘1
Pn+1 = 0,2-p, +0,4 A, —

@ Démontrer par récurrence Apt1

que les termes de la suite

( n) admettent pour tout Apin
entier naturel n: -
pn = —0,1%x0,2" + 0,5 An —

An+1

9./ Un peu plus loin: raisonnement par récurrence)

On considere la suite (un) définie par:
0

n

Up = o pour tout entier naturel n.

On admet que tout entier naturel n supérieur ou égal a 16,
on a:

1\ 10
(1 + 7) <19
n



Montrer, a l'aide d’un raisonnement par récurrence que
pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 16, on a
I’encadrement suivant :

0 < Up § 079571716 Ul

@D Etablir & I'aide d’un raisonnement par récurrence que
I’égalité ci-dessous est vérifiée pour tout entier naturel n non-
nul :

B4+34+. 4+ 2n-1)3=2n*—n?

Montrer, a l’aide d’un raisonnement par récurrence,
que pour tout entier naturel n non-nul et pour tout nom-
bre x appartenant a l'intervalle [—1 ;oo [, on a la propriété
suivante :

(1+x)n>1+n-x

10.) Exercices non-classés |

E.55 ) Pour chaque question une affirmation est proposée. In-
diquer si elle est vraie ou fausse en justifiant la réponse. Toute
réponse non justifiée ne sera pas prise en compte.

® Question 1

On considere la suite (u,) définie par:
U =1 ; Upt1 =2Up +2n+1

Affirmation :
La suite (un) est une suite géométrique.
® Question 2

On considere la suite (un) définie par:
U =0 ; Upt1 =uUn+2n+2

Affirmation :
Pour tout entier naturel n, on a: u,=n%+n

® Question 3

E.53 )Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel
n non-nul, on a:

e=(2)

’ E.5AD On considere les deux suites (un) et (vn) définies pour
tout entier n € N* par:

unzzn:k’ ; vn:ZkQ
k=1

@ Etudier la suite (wn) définie pour tout n € N* par:
v,
wy, = 2
Un

@ En déduire une expression de la suite (vn) en fonction
de n.

On considere la suite (un) géométrique de premier terme

1
4 et de raison 3

On considere 'algorithme ci-dessous:

u <+ 4

n <+ 0

S —u

Tant que 8-S>102
u <+ 0;5x u
n < n+l
S ¢ S+u

Fin tant que

Affirmation :

A la fin de l'exécution de l’algorithme, la variable n a
pour valeur 10.



