Démonstration :

Soit X’ une variable aléatoire X suivant une loi uniforme sur l'intervalle [a ; b]. Ainsi, la variable X admet pour
densité la fonction f constante définie par :

Ainsi, on a le calcul de probabilité :

P(ag)(gb) = /ﬁ f(t)dt = [F(tﬂi _ 1 1 B8—a

b—aﬂi b—a'a: b—a
® [’espérance de la variable aléatoire est définie par le calcul intégral :
b
B(X) = / £.£(t) dt

a
Notons g la fonction définie par :

1 t
=t =g
Cette fonction g admet pour primitive la fonction G dont I'expression est :
2
Gt) = ——
V=36—
Ainsi, on a le calcul de I’espérance :
b b 2 2 2 2
b b a b —a (b+a)b—a) b+a
EXx) = t-f(t)dt = t)at = t = — = = =
(X) /a f(t) /a g(t)at = [g(®)], 2(b—a) 2(b—a) 2(b—a) 2-(b — a) 2
Démonstration :

Soit X' une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre A. Ainsi, la variable aléatoire X admet
une fonction f de densité définie par :
flz) =xe?
® La fonction f admet pour primitive la fonction F' définie par :
F(z) = —e*
Ainsi, on a le calcul de probabilité suivant :

P(a<X<b) = /b f@)dt = [F(t)]z =[- e/\-t]z = [—eha] =i oAb

® [’espérance de la variable aléatoire X est définie par la limite du calcul intégral suivant :

im [ t-f(t) dt

T—+o0 0

Notons g la fonction définie sur Rt par :
9(t) = £-£(t) = Mte*
Montrons que la fonction G définie ci-dessous est une primitive de g :

G(z) = —(x + %)ef)‘t

La fonction G est définie par le produit des fonctions u et v définies par :
1
u(z) = f(x + X) i v(x) =eN®
qui admettent pour dérivée :
w(z)=-1 ; v(x)=-Xe
La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir ’expression de la fonction G’ :

1 1
/ o/ . sl — Az _ - A — Np=AT) — _ oA I S WD X
G'(z) = v (z)v(z) + u(z)v'(x) 1xe —|—{ (934—)\)]( A-e ) e —l—(az—!-)\)/\e
1
= —e T L g e AT 4 X.)\.e—)\'ﬂc = —e T p e N LA = p e = g(t)

Ainsi, pour z€R_, on a le calcul intégral :

/Oxt.f(t) dt:/oﬂcQ(t) dt = [G()]° = {_ (Hi)'e_”}o

e P [ (o) er Pt

On montre facilelment la limite suivante :
lim —(:c + —)e’)"z =0
A

T—r+0o0

x

On en déduit la valeur de lespérance de la variable aléatoire X :
xT

BE(X)= lim t~f(t)dt:§

T——+0o0 0
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Proposition :(durée de vie sans vieillissement)

Soit X' une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre .

Pour tout réels ¢ et h positifs, on a I’égalité :
Past) (X>t+h) = P(X=h)

Démonstration :

Considérons t et h deux nombres positifs quelconques.
D’aprés la définition d’une probabilité conditionnelle, on a :

P({X>t+h}n {X>1})
P(x>t
Comme {X}tJrh} C {X}t}, on a en déduit : {X}tJrh} N {X}t} = {X>t+h}.

Plast) (X>t+h) =

Ainsi, on a ’égalité :

P(X>t+h 1-P(X<t+h
Porso (¥2t+h) = 7(9(X>t)) T —7(3(X<t))

Etant sur une variable aléatoire continue, on a :

1-P(X<t+h)  1—-[— e"\'”]?h 1 (e MER ) ah)
1-P(x<t) 1 [fefm]g T l—(—e 1) T e ¢

—A(t+h)=(=At)

_ e MR XL _ p—Ah

Remarque :

Une loi exponentielle permet de modéliser des phénomeénes dont la durée de vie est un phénoméne sans mémoire :
la probabilité P(x>+) (X >t—|—h) que le phénoméne dure au moins t+h heures sachant qu’il a déja duré ¢ heures
est égale & la probabilité P(X >h) que le phénoméne dure au moins h heures.

On peut dire que 'espérance de vie d’'un tel phénoméne ne dépend pas de 1’age de I'objet.

Cette loi de probabilité est utilisé notamment pour modéliser la durée de vie d’'un élément radioactif.

A. Loi normale :

1. Introduction :

Définition :

On dit qu’une variable aléatoire X a valeurs dans R suit une loi normale ;

centrée réduite, si la variable aléatoire X admet pour densité la fonction f :
1 =<
) = —-e 2
) Vor
On note alors X ~N (0;1)

Remarque :

1 =t
e 2 dt=1.

On admet que lim
r—=+oo [ 2m

On en déduit que la fonction f de la définition précédente représente bien une loi de probabilité.

ﬂ

Proposition :

Soit X suivant une loi de probabilité A (0;1).

L’espérance de la variable aléatoire X a pour valeur :

x 0 a»
B(X) =$£TOO/ t-f(t)dtzxgrlloo/ t-f(t)dt—kwgrfoo/o Lf()dt =0

Démonstration :
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Notons X une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite. En notant f la densité de la variable X

,on a :
2

1 _zs
f(z) = \/727'6 2

Pour déterminer ’espérance E(X), nous nous intéressons aux intégrales :

/:t-f(t)dt : /mz&f(t)dt

0

Pour déterminer une expression de ces intégrales, considérons la fonction g définie par :
(@) = 2-f(x) = —ze7
gx)=xf(x) = —x€ 2
V2T

Considérons la fonction w définie par :

22
u(x) = = f u'(z) = —x
La fonction g admet pour expression :
2

1 1 2 1
r)= —-ze 2 = ———x(—2)e 2 =———xu'(zx)e®
o) = o var <) Var @)
Ainsi, la fonction g admet pour primitive la fonction G définie par :
2

G(z) =— 1 -e_%

Ainsi, on a les expressions des deux intervalles recherchées :

* e 1 i 1 02 1 1 el
o | t tdt:/ tdt = [G)]f = ———=e" 2 + e T = —— e 3
/0 f() 0 g() [ ( )]0 \/ﬂ \/ﬁ V2T V2T
0 2 2 2
0 1 _ 07 1 _zZ 1 _zZ 1
L] t-f(t)dt = |G(z = — e 2 + e 2 = e 2 — —
/g; 7 [G@), V2r V21 V2m V2r
On obtient les deux limites suivantes :
o tm [ tf@die im L L o F_ L
T=—00 [ T=—00 \/2T A2 V21
r 1 i 1 1
® [lim t-f(t)dt lim —e 2 — — = ———
T Jfg f) @—too /2 V2 V2T
On en dedvit ltimite s B@) = tim [ 5@at+ tm ["eswar= L (~ L) =0
nen i imite : = lim . im . = = =
en déduit la e T ws—oco z—+oo J o NG

Proposition :(admis)

On considére une variable aléatoire X suivant une loi de normale centrée réduite (X ~N (O ; 1) ). La variance de
la variable aléatoire X a pour valeur :
V(X)=E[X -EX)*] =1

2. Intervalle centré et probabilité :

Proposition :

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de probabilité N (0 ; 1). Pour tout nombre réel aG]O ;1 [, il existe
un unique réel positif u, tel que :
P(—uaéé\fgua) =1—-«

Remarque :

Il n’existe pas de formule algébrique donnant u, directement en fonction de
a. Des tables de correspondances existent ou 'usage de la calculatrice est
nécessaire.

Pour une valeur de a appartenant & 'intervalle ]O ; 1[ et fixé, la proposition

précédente d’un nombre positif u, tel que la surface grisée ci-dessous a une f @E b
aire de 1—a.

Démonstration :
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On considére une variable aléatoire X suivant une loi normale centrée réduite (X ~N (0;1)).
Soit o un nombre réel appartenant a I'intervalle ]0 ;1 [ On souhaite montrer que léquation en z ci-dessous admet
une unique solution :
P(—z<X<z) =1—a
On remarque que I’équation impose & 'inconnue z & prendre des valeurs positive.

En considérant la fonction G définie par :
G(z) = P(—2<X<a) sur Ry,
I'équation devient : G(z) =1— a.

La fonction G admet pour expression :
G(z) =P(—a<X<z) = [ f(t)dt

ou f représente la densité de la loi normale centrée réduite. Notons F' la primitive de la fonction f (méme si on
ne peut déterminer son expression, on connait son existence) :

= F(z) — F(—z)

La fonction G admet pour dérivée :
G'(z) = F'(z) — [ - 1xF'(—z)] = F'(z) + F'(-=x)

@)+ Ha) = e T b e
= f(x —x) = e e
2 2
z2 1 z2 9 22
=——&e€ 2 +——e 2 =—— 2

Vor o Wom Var

On en déduit que la fonction G’ est positive sur Ry . Ainsi, la fonction G est croissante sur R .
On a les deux valeurs particuliéres de la fonction G :
® G(0) =P(0<X<0) =P(X=0) =0
car X suit une loi continue.
¢ lim G(z)= lim ”P(—xgét'gx) = P(XGR) =1
T+——+00 T—>—400

qui est la probabilité de ’univers.

On obtient le tableau de variation de la fonction G :

x 0 —+00
1
Variation|
de G
0

Le nombre « appartenant a Iintervalle |0 ; 1], on en déduit que 1—«a appartient également a I'intervalle [0 ; 1[.
Ainsi, pour toute valeur de «, le nombre 1—« appartient a I'image de U'intervalle R, par la fonction G.

La fonction g est continue et strictement monotone sur l'intervalle R ;. D’aprés le corollaire du théoréme des
valeurs intermédiaires, on en déduit I’existence d’un unique nombre x( réalisation 1’égalité :
G(z9)=1—-«

P(—xog.)(gﬂco) =1—«

Le nombre u, recherché est ce nombre z.

3. Lot normale :

Définition :

B .
suit une loi normale

X—
Soit p€R et >0. On dit qu’une variable aléatoire X’ suit une loi normale A/ (,u ; 02) si
N (051).

Proposition :

Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale de paramétre u et 02 (X ~ N (u ; 02) ). On a:
EX)=u ; V(X)=o0?

Ainsi, la variable aléatoire X a un écart-type égal a o.

Démonstration :
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En classe de premiére, on a établit les égalités suivantes pour une variable aléatoire ) discréte :
E(a{)ﬂ + b) =aEQ)+b ; V(aY+b) =a>Y ol a et b sont deux réels

On admet que ces égalités restent vraies pour une variable aléatoire ) continue.

Condidérons X une variable aléatoire suivant une loi normale de paramétre u et 02 (X ~N (,u ; 02) ). En notant

Z une variable aléatoire normale centrée réduite (Z~N (0;1)), on a la relation :

X —
z=2_F
o
0 Z=X—pu
X=0Z+pu

Etablissons les deux égalités recherchées :
® D’aprés la propriété citée ci-dessus, on a :
E(X)=E(c-Z+p) =0-E(Z)+p
Z suivant la loi normale centrée réduite, on a E(Z)=0 :
=ox0+p=p
® D’aprés la propriété citée ci-dessus, on a :
V(X)=V(o-Z+p) =02V(Z)
Or, la variable Z suit la loi normale centrée réduite : V(Z)=1 :

=02x1l =02

Remarque :

Voici une interprétation des deux paramétres d’une loi normale :
® Le paramétre p est un paramétre de position :

[ X~N(0; 1) X~N(-15 1)
i T R
® Le paramétre o2 est un paramétre de dispersion :
[ X~N(0;1) ol X~N(0;2) sl A~N(0;3)
i /\ 0.2
! R T 5 0 5 4 5 & o ¢ ¢

Proposition :

Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale de paramétre u et o2 (X ~N (,u ; 02) ). On a les égalités

suivantes :
® P(,u—ag?(g,u—ka) ~ (0,683 ® P(,LL—QUSXSM—&—QJ) ~ (0,954 L P(,u—3a<X<u—|—3cr) ~ 0,997

XN (50°) XN (p150%) AN (50°)

ula 12 u—i—a

/

Démonstration :
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Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale de paramétre p et o2 (X ~N (,u ; 02> ).

X—
En posant Z= J, la définition de la loi normale montre que la variable aléatoire suit une loi normale centrée
g

réduite (Z ~N (,u;02>)
Etudions chaque cas :

_ 1 2
® ’P(,u—aé?(éu—ka) = ’P(—aéX—uga) = P(—lgﬁgl) = P(—lgzgl) :/ 1 ~e_t? dt

A Taide de la calculatrice, on obtient :

~ 0,683
® P(p—20<X<p+20) = P(—2<2<2) ~ 0,954
® P(p—30<X<pu+30) = P(—3<Z<3) ~ 0,997

B. Théoréme de Moivre-Laplace :

Théoréme :(de Moivre-Laplace - admis)

Soit n un entier naturel non-nul et p un nombre réel dans [0 ; 1]. On considére la variable aléatoire X, suivant
une loi binomiale de paramétre n et p (X, ~ B (n;p)).

On note Z une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite (Z~N (0;1)). On a l'égalité :

X, —n- b 2
lim P(aginpgb):P(agng):/ - 2 dt
n-+o0o np(]_ _ p) . \/ 21

Remarque :
® On rappelle qu'une variable aléatoire X' suivant une loi binomiale de parameétre n et p (X ~B (n;p)) admet
les indicateurs de position et de dispersion suivants :
EX)=np ; V(X)=np(1-p) ; o(X)=+/np(l-p)
® Dans les études pratiques, on admet que si les trois conditions suivantes sont admises :
n=230 ; np=25 ; n(l—p) =5
Alors lesvaleurs des termes de la suite sont assez proches de la limite pour accepter la relation suivante :
X\ —n-
'P(aé \ L gb) :P(agZSb)
n-p-(1 —p)
ol Z suit la loi normale centrée réduite (Z~N (0;1)).

Corollaire : (Intervalle de fluctuation de F,)
Soit o un nombre réel appartenant a ]0 ; 1[ et Z une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite
(Z2~N(0;1)).

On note u, 'unique réel positif vérifiant I’égalité : P(—uaézgua) =1-«a

X,
Si X, suit une loi binomiale B (n;p) alors la fréquence de succés Fy, = — vérifie :
n

. p-(1—p) p(1-p)
1 g YPUTP) b YPETP)
nJTooP<p e Prta=— 7 «

Démonstration :
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On considére une variable aléatoire X,, suivant une loi binomiale de paramétre n et p (X, ~B(n;p)).

Soit a et b deux nombres réels tels que a<b. On a les transformations suivantes :
X, —np

o< ———Z _<b
n-p-(1—p)
= a/np(1—p) < Xy—np <by/np(1-p)
= a\/np(1—p)+np< X < by/np-(1—p)+np
e avnpl-ptnp X _bynpl-p)tnp
n = n = n
(1 — (1 —
— . npfl Py P < b Y p)+p
(1 — /p-(1 —
— p+a~Mg F, <p+b.u
NG N

Ainsi, on a 'égalité des probabilités :

P(p+a-p'\(/17{m <F, <p+b-vp'(}n_p>) zp(ag Zm <b>

Ces deux membres étant égaux pour tout n, leurs limites sont égales :

(1 — (1 — X, —n-
lim p<p+a_M<Fn<p+b.M): lim p<a<np<b>

D’aprés le théoréeme de Moivre-Laplace, on a

zngrfoop<p+a-f’f/lﬁ_p)angpM.W):P(agng) ot Z~N (051)
Or, pour tout réel aE]O i1 [, il existe un unique réel u, positif réalisant I’égalité : P(—u(XgZSua) =l-«
On en déduit :

lim P(p—ua~w < F, ép—l—ump.(l_p)) =73(—ua SZgua) =1-«a

n——+o00 \/ﬁ \/ﬁ
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Remarque :

En supposant que n>30, np>5 et n(1—p) =5 :
® Pour obtenir un intervalle de fluctuation a 95 %, il faut choisir : «=0,05 ; u,=1,96:

v/ p(l— vp(l—
La fréquence des succés F;,, appartient & l'intervalle |p — 1,96-M i p+ 1,96M avec une
Vn vn
probabilité de 95 %.
Cet intervalle est appelé intervalle de fluctuation asymptotique a 95% de F;,
® Pour obtenir un intervalle de fluctuation a 99 %, il faut choisir : a= 0 01 ; a=2,58
La fréquence des succés F,, appartient a l'intervalle [p — 258 ———;p+ 258——F—F-— ] avec une

probabilité de 99 %.

Cet intervalle est appelé intervalle de fluctuation asymptotique a4 99 % de F,,

Corollaire :(Intervalle de fluctuation de F, simplifié)

Considérons une variable aléatoire X,, suivant une loi binomiale de paramétre n et p (X, ~B(n;p)).
Pour tout réel pE}O ;1 [, il existe un entier ng tel que pour tout n>ng :

P(pf% \lf)>095

<F,<p+

C. Estimation de p :

Définition :

Pour tout nombre réel o appartenant a 'intervalle ]0 ;1 [, on appelle intervalle de confiance de la proportion
p au niveau de confiance 1—« est un intervalle, obtenu & partir d’un échantillon de la population, contenant
le nombre p avec une probabilité supérieure a 1—a

Proposition :

Lorsque n est assez grand, l'intervalle I = [Fn— est un intervalle de confiance au niveau de 95 %

pour l'estimation de la proportion p

Remarque :

En pratique, n assez grand signifie :
n>30 ; np=5 ; n(1-p)=5

Démonstration :
On considére la répétition de maniére indépendante d’une épreuve de Bernoulli de paramétre p. On note F;, la
fréquence des succés réalisés sur un échantillon de taille n.

D’aprés le second théoréme de Moivre-Laplace, on a la probabilité :

P(Fne[ \F,p+\f}>20,95

On a les égahtes sulvantes de probabilités :

On en déduit la inégalité :

P(pE [Fn\/lﬁQFnJr\/lﬁ})>0’95

Démonstration :
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La démonstration de ce corollaire s’effectue en deux étapes :
o Montrons que
Vp(L—p) Vp(1—p) I 1
p—2 p+2+———F|Clp——=;p+—
Considérons la fonction g définie sur [0 ; 1} par la relation :

g(z) = 2-(1 —x)
On montre facilement que ¢'(z)=1—2z et on obtient le tableau de variation :

x 0 1 1
:
Variation 4
de g
0 1
Ainsi, pour toute valeur de p (ou p€ [0 ; 1]) :
1
£ =
9(p) < §
1
1-p)< -
p(l=p) < g
La fonction racine carrée est croissante sur Ry :

1

1—p) <4/ -

p(l=p) <4/
1
1-p)< -
p(l=p) < 5

1

2.y/p(1 —p) < 2-5
2y/p(1—p) <1

o vPA—p) 1

vn NG

On en déduit les comparaisons suivantes :

- _2.7M < 2.7M < 1

—~—=<

vn VO vn CVn

Ajoutons p a chaque membre de l’inégalité :

\/ﬁ
On vient d’établir I'inclusion :
[p_zx/p(l—p) pta VP (1—p)}c{p }
vn vn Vn vn
® Soit a le nombre réalisant 1'égalité ci-dessous ou Z est une variable aléatoire suivant une loi normale réduite
et centrée (Z~N (0;1)):
P(—2<2<2)=1-a
A Taide de la calculatrice, on obtient :
P(—2<Z<2) ~ 0,954 & 1073 pres.

ipt

En appliquant le corollaire du théoréme de Moivre-Laplace, on a la valeur de la limite :

Tim P( QVP'EIM_I’)gfn@ + 2Vp'flfn_p))

n——+00
= P(-2<2<2) =1-a~0,954

Or, la convergence de cette limite implique I’existence d’un entier ng afin que tous les termes de rang supérieur
a ng appartient a l'intervalle [0,951 ; 0,957] centré en 0,954.

n>n0:>73(p 2= == <F - )>0 95

De l'inclusion des intervalles :
p(l—p). p(1—p) 1 1
-2l w“ﬁ < - e
On en déduit la comparalson des probabilités :
(neh-Jin )
> P Fne[p—z VP =p) Vp'(l_p)} > 0,95
Vn Vn
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Remarque :

On considére la variable aléatoire Z suivant une loi normale centrée réduite (Z ~ AN (0 ; 1) ).

Pour tout aE]O i1 [, il existe un nombre réel u, positif tel que :
P(uagzgua)zl—a

Pour pE]O ;1 [, soit X,, une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétre n et p (X ~B(n;p)). On

note F,=—" la fréquence de succés liée & I’échantillon de taille n.
n

Voici quelques valeurs particuliéres :
® Pour a=0,05, on a ug,05 ~ 1,96 :
= P(-1,96 < Z<1,96) =095

X =
B  lim P( 1,96 < 7”” < 1,96) — 0,95
n——+oo (1_ )
— lim_ Pnp7196\/ a—p < np+1,96-/np (1l —p )7095
p(1—p) p(1 —p)

2 lim P( ~1,96 < F,<p+1,96

n——+00

=0,95
v )
® Pour a=0,01, on a up,01 ~ 2,58 :
= P(—2,58<Z<2,58) =099

Jn

X, —np
Var-p)
— lim P(np—258/npd—p < np+2,58/np(l—p )7099

n+—+o00
p(1—p) p(1 —p)

Vn Vn

&  lim P( _9258<

n+——+o0o

2,58) — 0,99

B  lim P( — 258

n——+oo

< F, <p+2,58 ):0,99
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