La fonction exponentielle

A. Définition:

Soit  un nombre réel quelconque, on définit les deux suites
(un) et (vn) définient par:

un:(l—i—f) ; vn:(1—£>_
n n

Lemme:(1 - de Bernoulli)

Montrer, & l'aide d’un raisonnement par récurrence, que
pour tout entier naturel n non-nul et pour tout nombre x
appartenant a l'intervalle [—1;4o00[, on a la propri¢té suiv-
ante:

(1—}—1;)”21—1—71-9&

reuve:
Considérons la propriété P,, définie pour tout entier nature

n non-nul par:
P “(1 + x)n >1+na”

Montrons, a l'aide d’un raisonnement par récurrence, que la
propriété P,, est vraie pour tout entier naturel n.

® Initialisation:
On a: .
(1+:17) =14z ; 14+1lax=1+=x
Ainsi, la propriété P; est vraie.
® Hérédité:
Supposons que la propriété P, est vraie pour un en-
tier naturel n non-nul quelconque. C’est & dire qu’on a

I’hypotheése de récurrence:
(l—i-x)n >14+nzx

Partons de la comparaison:
(1—|—x)n >14nzx

Le nombre 14z étant positif:
(1+2)"(1+2) 2 (1+nz)(1+2)
(1 —|—m)n-(1 +x) >14+z+nx+naz
(1 —|—m)n-(1 +x) >1+ (n—|— 1)-x + n-x2
Or, le terme n-z? étant positif:
(1+2)"(1+2)>1+(n+1)=
On vient d’établir la propriété P, 1 est vraie.
® Conclusion:

La propriété P, s’initialise au rang 1 et elle vérifie la
propriété d’hérédité. A l'aide d’un raisonnement par
récurrence, on vient de montrer que la propriété P,, est
vraie pour tout entier naturel non-nul.

Lemme:(2)
Pour tout nombre réel x et n un entier naturel. On a
I’égalité :

1 T _ n(n + 14 1:)
(n—i—x)(n—i—l) (n+x)(n+1)
reuve:
On a les transformations algébriques:
1 x :(n+x)(n+1)—a:
(@) (nra)(at )
. nP4n+nrt+zr—2x . n?+n+nzx
e my)  @rn(n)
B n(n +1+4 1:)
(n+x) (nJr 1)
Lemme:(3)

Pour tout nombre réel x et n un entier naturel :
2

) = e

- ey Ot )
- 1+nf—1 B (n+szl)'zcn+l) a (ner?;.(anLl)xnf-l
= 1+n+1 a (n—l—x)'(n—Fl) a (n+$).(n—|—1)2
z-(n+a) (n+1) n-z(n+1) B n-a?

(n—|—z) (n—|—1)2 (n+a:) (n—|—1)2 (n—i—a:) (n—!—l)2

x(n + x) (n + 1) — nz(n + 1) —n-z?
(nt ) (n+ 1)’

zn?+nz+nz?+22-ntr—nz—naz?

(n+z)(n+1)°

m2

=l+—F—
(n+1) (a:+n)

Lemme:(})
’La suite (un) est croissante & partir d’un certain rang.

émonstration:
Raisonnons par une disjonction de cas:

® Supposons que z est un nombre strictement positif.
x T
Dans ce cas, les quantités 14— et 1+—— sont stricte-
n n+1

ment positives ainsi que leur puissances.
Considérons le quotient :

x n+1 x n
(1+ ) (1+ )
Unt1 n+1 _ n+1 ( 4 z )

Un <1+£)n - (1+E)n ol
n n
T n
1
B +n—|—1 r
= -+ A1+
n+1l+x n
. n+1 ) 2
( n+x (1+n+1)
n

T
(1+-2)
( +n+1

D’aprés le lemme 2, on a:

- -y )

On remarque que: —1< —m <0

D’apres le lemme de Bernoulli (1):

1_n.(n+x)x(n+1)](1+nf—1>

D’aprés le lemme 3:

.1‘2

+
(n + 1) (m + n)
Ainsi, pour tout entier naturel n, on a:

2
21
(nJr 1) (ern)
Un+1
U

>1

Un+1 2 Up,

On en déduit que la suite (uy) est croissante a partir
du rang 0.

® Supposons que x est nul. Alors la suite (un) est crois-
sante a partir du rang 0.

® Supposons que x est strictement négative.
On adapte le premier cas afin de permettre d’utiliser la
méme démonstration :

x
2 Pour n suffisamment grand, les nombres 1+— et
n
x
1+—— sont strictement positif.
n+1

e Pour n suffisamment grand, on peut utiliser le lemme

de Bernoulli car on a la comparaison :
x
— >0
(n+z) (n+1) -

Lemme:(5)
’La suite (vn) est croissante a partir d’un certain rang.

reuve:
Notons (u;l) la suite définie pour tout entier naturel n par:

I
U, = |1——

n
Les termes de la suite u,, peuvent s’exprimer par:

—_ n
ul, = (l—l—i)
n

D’aprés le lemme 4, la suite (ul,) est croissantea partir d’un

rang N. Ainsi, pour tout entier naturel n, on a:

li !
Unp, g un+1

A partir du rang N, on a: u), >0

n

On en déduit que la suite (vn) est décroissante.

Proposition:
Soit = un nombre réel quelconque. On considére les deux
suites (un) et (’Un) définies pour tout entier naturel n:

W= (124 = (-2)

Les deux suites (un) et (vn) sont adjacentes.

émonstration :
Etablissons les trois propriétés définissant deux suites adja-

centes:

® la suite (un) est croissante & partir d'un rang N.
® la suite (vn) est décroissante & partir d’un rang N’.

® = Etudions la différence:

vn—un:(1—£)7 —(1—1—{)
n n

-0-7h-0-20+ )]
o @) - (-5)

e Pour tout entier naturel n tel que n> N, on a:

—1< = <1
G
0< Z—Z <1
v
1> 1—2—2 >0
1> (1—2—2)” >0
1> (ki—i)" >0

0< 1—(1—”3—) <1

0< 1—(1—5) <1

0< vy

2
T n
1- (1 - —) }
n2
2
T
2 A partir d'unrang N”,ona: —1<—— <0, d’aprés
n

le lemme de Bernoulli, on en déduit:

x2\n x2
(1-5) <t-ng
2 n 2
(-5
n n
2. n 2
e e
n n
2. n 2
1-(1-5) <1+2 -1
n n
2 n 2
1-(1-%) <%
n n

()
N
=
3
|

n2

3

T\ x
Uy |1 — (1 S —) .
La suite (vn) est décroissante:

n
Ve |1 — (1—x—) gvo-%

Ainsi, & partir d’un certain rang, on a l’encadrement :
2

0 < vy —up <vg—
n

2

x
Ayant la limite lim vg-— =0, par application du
n+——+o0o n

théoréme des gendarmes, on a:

lim v, —u, =0
n+——+o0o

Les deux suites (un) et (vn) sont adjacentes.

Corollaire:
’Pour tout nombre réel x, la suite (un) associée converge.

éfinition:
La fonction f définie pour tout nombre réel x par:
. T\™
o= (1 3
s’appelle la fonction exponentielle

B. Propriété:

Proposition:

[La fonction exponentielle est croissante sur R

Preuve:

Considérons deux nombres a et b quelconque de R tels que
a<b. On a les comparaisons suivantes:
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a<bo
Pour n entier strictement positif:

a b

n n
b
1+2 <142
n n

Pour tout n€N*, la fonction puissance est croissante:
a\" by\n
(1+2) <(1+2)
n n
Par passage a la limite, on a:

lim (1+%)n< lim (H%)"

n——+00 n—-+oo

exp(a) < exp(b)

Deux nombres et leurs images par la fonction exponentielle
sont comparés dans le méme ordre: la fonction exponentielle
est croissante sur R.

Lemme:(6)
Pour n un entier naturel strictement positif, on considére la
fonction f,(z) définie sur par:
n
On a la limite:  lim f} (z) = exp(x)
n+—-+o0o

reuve:
Pour n entier naturel strictement positif, la fonction f,, est

la composé d’une fonction affine par la puissance d’exposant
n:

ok o112 )=(ur )10

n
On a les deux limites:
. T\™ . T
lim (1 + —) =exp(z) ; lim 1+—=1
n——4o0o n n——4o0o n
On en déduit: lim f](z) = exp(z)

n+—-+oo

Théoréme: (accroissement finis - admis)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a;b} telle
que:

m< ff(x) <M oumMEeR
Alors, on a pour tout z € [a ; b] :

m-(z —a) < f(z) — f(a) < M-(z — a)

Lemme:(7)
Soit « un nombre réel et n un entier naturel tel que n>|z|.
Pour tout nombre réel h, on a:

h-exp (:v) < exp (:E+h) — exp (x) < h-exp (:v+h)

émonstration:
Considérons la fonction f, définie sur R par:

X n
fa@) = (1+ %)
n
D’aprés le lemme 6., on a:
, r\n—1
@) = (1+3)
La fonction f;, est définie par la composée d’une fonction
affine par une fonction puissance. On en déduit I’expression
de la dérivée seconde de la fonction f, :

o= Lo (15 S22 12

n n
Pour n suffisamment grand (n>|z|), la fonction f//(z) est

positive. On en déduit que la fonction f], est croissante.

Faisons une disjonction de cas sur le signe de h:

® Pour h>0 et pour tout nombre réel ¢ appartenant a
I'intervalle [x;x+h], on a:
r< ot < T+ h

Pour n suffisamment grand, f], croissante sur [z ; :17+h} :
fal@) < fo(8) < fr(a+h)

D’aprés le théoréme des accroissement finis, on a:
fr(@) [(@+h)=2]< falz+h)=fulz) <frlz+h) [(z+h)-z]
hefo(@)< fo(@+h)—fu(x) <h-fj(z+h)

Par passage a la limite:

h-exp(x)<exp(x+h)—exp(x)<h-exp(z+h)

® Pour h<0 et pour tout nombre réel ¢t appartenant a
I'intervalle [x—!—h;x], on a:
r+h< t <z

Pour n suffisamment grand, f], croissante sur [:c ; x+h} :

falz+h) < f(t) < fr(2)
D’aprés le théoréme des accroissement finis, on a:

fr(@th) [2=(2+h] < fo(@)=folzt+h) <fi(@) [2—(2+h)]

—h-fo(z+h)< fo(2) = fo(e+h) <=h-f(2)

he fr(@+h) 2= @)+ fn(z+h) 2D f (2)
h-f(2)< fr(z+h)=fu(z) <h-f(z+h)

Ainsi, pour tout nombre réel h et pour n suffisamment grand,
on a ’encadrement :

h-fu(x) < fr(z+h) = fu(z) <hfi(z+h)
Par passage a la limite:
h-exp(z) < exp(z+h) — exp(x) < h-exp(z+h)

Lemme:(8)
Pour tout nombre réel x et pour A un nombre réel tel que
h<1:

(1+h)-exp(z) <exp(z+h) <

exp(a:)
1-h

reuve:
Pour tout nombre réel et pour h<1, on a:

h-exp(z) < exp(z+h) — exp(x) < h-exp(z+h)

h-exp(x+h) 4+ exp(x)
h-exp(z+h) + exp(x)

h-exp(x) + exp(x) < exp(x+h)
(h+1)- exp(x) < exp(z+h)

D’aprés le lemme 7, on a la comparaison :
exp(x+h) — exp(z) < h-exp(z+h)

exp(z+h) — h-exp(z+h) < exp(x)
(1—h)- exp(z+h) < exp(z)
Comme h<l = 1-h>0:

<
<

<
<

exp(z+h) <

T, exp(@)

Ainsi, on a la comparaison :
(h+1)- exp(x) < exp(z+h) < h-exp(z+h) + exp(z)

1
(h+1)-exp(z) < exp(z+h) < h-1

h-exp(x) + exp(z)

(h+1)- exp(z) < exp(x+h) <

= h~exp(x) + exp(z)

(h41)- exp(z) < exp(x+h) < (% + 1)~exp(x)
h+ (1-h)

(h41)- exp(z) < exp(z+h) < T—h

~exp(z)

(h+1)-exp(z) < exp(z+h) <

-exp(x)

1—h

Proposition:
|La fonction exponentielle est continue.

reuve:
Du lemme 8, pour h<1, on a I’encadrement :

(h+1)-exp(z) < exp(z+h) < ﬁ-exp(:ﬂ)

Par passage a la limite et le théoréme des gendarmes, on a:
}lbin%) exp(z+h) = exp(x)
—

Proposition:
La fonction exponentielle est dérivable et admet pour dérivée
elle-méme

reuve:
Du lemme 7, on a I’encadrement :

h-exp(x) < exp(z+h) —exp(z) < h-exp(x+h)
Pour Ah#0, on a:
exp(z—+h) — exp(z)
h
Par passage a la limite et le théoréme des gendarmes, on a:
}lig}) exp(x—i—h;l— exp(z)

exp(z) < < exp(z+h)

— cap(a)

On en déduit : (exp)/(x) = exp(x)
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