Second degre: factorisation,
variations

A. Sens de variations:

1. Proposition :

Proposition:

Soit f une fonction du second degré:
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reuve:

Soit f une fonction du second degré définie par:
flx)=a2®+bx+c a#0

La forme canonique de la fonction f admet pour expres-
sion: NP,
—4-a-c
f@) =eforgo) -0 .
® Pour a<0: et sur l'intervalle ]—oo ; —2—}, démon-
‘a

trons le sens de variation:
Pour tout nombre x; et xo appartenant & l’intervalle
b
}—oo ; ——} tels que z1 <9, on a:
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La fonction carré est décroissante sur R_ :

(4 50) = (eegs)

Le nombre a est strictement négatif:

a~(x1 + i)2 > a-(a:g + i)g

2-a 2-a
a(:zc +i)2—b2_4.a.c>a<az +i>2_b2—4~a-c
! 2-a 4-a 2 2-a 4-a

f(x1) < f(z2)

b
Deux nombres de I'intervalle } —00; ——} et leurs im-
-a

ages par la fonction f sont comparés dans le méme
sens: la fonction f est croissante sur cet intervalle.

® Les autres cas se démontrent de la méme fagon.

2. [llustration :
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Variation
a-z2+b-x+c
Variation
a-r2+b-x+c

B. Factorisation:

Corollaire:

On considére un polynéme a-x%+b-x+c du second degré
(a#0). L’étude des racines d’un polynome se fait par dis-
jonction de cas sur la valeur du discriminant A:

® Si A<0, le polynome n’admet aucune forme fac-
torisée.

® Si A=0, le polyndome admet pour forme factorisée :

b\2
azx?+bx+c= a-(m—i— —)
2-a

® Si A>0, le polynome admet pour forme factorisée:
x> +br+c= a-(x — 1:1) (JJ — :52)
ol x1 et x5 sont les deux racines du polyndémes.

reuve:

® Etude du cas A<O0:

On effectue un raisonnement par l'absurde: partons de
I’hypothése que ce polynéme admette une forme factorisée.
C’est a dire qu’il existe deux polynémes P et QQ de degrés
1 tels que: a-z?+br+c=PxQ
Or, pour que le produit PxQ soit un polynéme de degré 2,
il est nécessaire que P et @ soit deux polyndémes de degré
1:

P=azxz+B8 ; Q=dx+p5
On en déduit la forme factorisée:

ar’ +bz+d=(awz+p)(z+5)

Intéressons-nous 4 ’équation suivante:
az?+br+c=0

(w4 B)-(a/z+8)=0

Sachant qu’ “Un produit étant nul si, et seulement si, au
moins un de ses facteurs est nul’, on en déduit que le
polynome a-z2+b-z+c admet deux racines (%ﬁ et %)
Ce qui est absurde puisque, lorsque A <0, le polynéme
a-22+b-z+c n’admet aucune racine.

Ainsi, Phypothése de départ est fausse : le polynéme a-z+
b-x+c n’admet pas de forme factorisée.

® Etude du cas A=0:
La forme canonique permet d’écrire:

b\2 b2 —4dac
2 _ . _
a-x —I—bx—&—cfa(m—&—za)

4-a
cofer ) el ) - (o)

® Etude du cas A>0: ,
On peut écrire: (\/Z) =A

En partant de la forme canonique d’un polynéme du second
degré, on a:

. b\2 b —dac b\2 A
a-x +b-x+c:a-<x+—) ,7:a.(m+7) ==
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On reconnait les deux racines 1 et 2 du polynéme:

= a-(x — 1‘1)(27 — 1‘2)

C. Etude du signe:

1. Proposition :

Proposition:

Soit a-z?+b-z+c un polynéme du second degré (a # 0),
I’étude du signe du polynéme dépend de la valeur de son
discriminant :

® A<0 €T —00 +00
a-x2+bx+c Signe de a
® A=0: |y —00 —% +0oo

a-z?+b-x+c| Signe de a Signe de a

® A>0: g —00 1 ) +00

Signe Signe Signe
de a de -a de a
ol x1 et x5 sont les deux racines du polynéme.

a-z2+b-z+c

reuve :

On considére un polynéme du second degré écrit sous la
forme: a-x?2+bx+c ot a#0

® A<0: le polyndme admet la forme canonique:

b \2 A
drteremeffos ) -

ax+bxrx+c=a x+2.a a2 (%)

On a les comparaisons:
A b\2 A
N b

<0 = 1a? >0 = x+2.a 1a2 >0
Ainsi, le signe de (%) ne dépend que du signe de a.
x —00 +o0
a-x’+b-x+c Signe de a

b o\2
® A=0:ona: a~x2—|—b~x+c:a~(x—|—2—)
-a
On obtient le tableau de signe:

b
T —00 34 +00

a-z?+b-x+c Signe de a Signe de a

® A>0: en notant z; et zg9 les deux racines du
polyndmes, on a la factorisation:
a~x2+b~x+c:a~(3c—x1)-(gc—xg)

On obtient le tableau de signe:

x —00 xr1 X2 —+00
a Signe de a | Signe de a | Signe de a
T — 1 — - -

T — To — — +
a-z?+b-z+c| Signe de a () Signede-a () Signe de a

2. Illustration :
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3. Position relative de courbes:

Exemple:

Dans le plan muni d’un repére (O;1;J ), on considére les
courbes € et €, représentatives des fonctions f et g définies
par:

fl)=-222-52+1 ; g(z)=622+2—-4

Ci-dessous est donnée la représentation graphique de ces
deux courbes:

On remarque les deux positions relatives de ces deux
courbes:

® Relativement a la droite d’équation z=a, la courbe €%
est au dessus de la courbe €.

® Relativement & la droite d’équation x =0, la courbe €
est au dessous de la courbe .

Résolvons 'inéquation :
f(z) > g(x)
—-222-5x+1>622+x—4

822 —62+5>0
Le polynéome du membre de gauche est un polynoéme du
second degré dont le discriminant a pour valeur:

A =0b%—4ac=(-6)?—4x(—8)x5 =36+ 160 = 196
On a la simplification: \/Z: \/ﬁ:lll

Le discriminant étant strictement positif, ce polynome ad-
met les deux racines suivantes:

_—b—/A 1 _=b+y/A 5
=9 T2 1 M™T T 2a T a

Le coeflicient du terme du second degré étant strictement

négatif, on obtient le tableau de signe ci-dessous:

5 1

T —00 = = +o00

4 2
—8-22—6-2+5 = + -

On en déduit les positions relatives des courbes €y et €y :

5 1
® Sur }—oo;—f}u[f;—i—oo[, on a la comparaison:

41712
f@)<g(@)
On en déduit que la courbe € est située au dessous de
la courbe €.

5 1
® Sur [_Z : 5], on a la comparaison: f(z)>g(x)
on en déduit que la courbe €y est située au dessus de
la courbe €.
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