Proposition :(Inégalité de Bernoulli)

Proposition :(Inégalité de Bernoulli)

Pour tout entier naturel n, la propriété P,, définie ci-dessous
est, vraie :
Prn : “VzeR:, (14 2)" 2 1+ n-a”

Pour tout entier naturel n, la propriété P,, définie ci-dessous
est vraie :
Pp : “VzeRE, (14 2)" > 14+ n-a”

Démonstration :

Démonstration :

Démontrons que la propriété P, est vraie pour tout entier
naturel n :
® Initialisation :
Pour n=0, on a : (1+z)°=1; 14+0xz=1+0=0

Ona: (14+) > 1+ 0-x. Py est vraie.
® Hérédité :
Supposons que la propriété P,, est vraie pour un entier

naturel n quelconque. C’est & dire qu’on a :
1+z)">1+nx

(1+z)"(1+z)> (1+nz)(1+x)
1+4+2z)" ™ > 1+ 2+ nx+ na?
1+z)"" >14+ (n+1)z+na?

Or, n-x? est un nombre strictement positif :
A+z)""1>14+(n+1)z
On vient de monterr que P, est vraie.
® Conclusion :

La propriété P, est initialisée au rang 0 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A I’aide d’un raisonnement par
récurrence, on vient d’établir que la propriété P,, est
vérifiée pour tout entier naturel n.

Démontrons que la propriété P, est vraie pour tout entier
naturel n :
® Initialisation :
Pour n=0, on a : (1+2)°=1; 14+0xz=1+0=0

Ona: (1+x)>1+0x. Py est vraie.
® Heérédité :
Supposons que la propriété P,, est vraie pour un entier

naturel n quelconque. C’est & dire qu’on a :
I+z)">21+nz

1+2)™(1+2z)>(1+nz)(1+2)
1+ z)"™ > 1+ 2+ nz+na?
A+z)""1>1+(n+1)z+ n-z?
Or, n-z? est un nombre strictement positif :
1+z)"" 1 >1+(n+1)z
On vient de monterr que P,y est vraie.
® Conclusion :

La propriété P, est initialisée au rang 0 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A ’aide d’un raisonnement par
récurrence, on vient d’établir que la propriété P,, est
vérifiée pour tout entier naturel n.

Proposition :

Proposition :

Soit ¢ un nombre réel tel que g>1. On a la limite :

lim ¢" =+
n— 400

Soit ¢ un nombre réel tel que g>1. On a la limite :

lim ¢" =4
n—-4o00

Démonstration :

Démonstration :

Remarquons l'égalité : ¢=14 (¢ —1)
Puisque ¢ > 1, on en déduit que le nombre ¢g—1 est un
nombre strictement positif.
On a l'églaité :
n
¢" = [1+(¢-1)]
D’aprés I'inégalité de Bernoulli, on en déduit que pour tout
entier naturel n, on a :
" 21+n(l-q)
Soit A un nombre positif, considérons I'inéquation :
1+(g—1)n=A
(g-1)n=>A-1
On divise par g—1 qui est positif :
A-1
n>——
q—1

——,ona:

" >214+@-1)mn ; 1+(g—-1)n=A
On en déduit : ¢" > A

Ainsi, pour tout n supérieur a

On vient de montrer que pour tout nombre A positif, il
existe un rang N vérifiant 'implication :
nzN = q"2A

Ainsi, la suite (q") vérifie la définition d’une suite divergent
vers +0o0 :

lim ¢™ = +o0

n—r

Remarquons l'égalité : ¢g=1+ (¢ — 1)
Puisque ¢ > 1, on en déduit que le nombre g—1 est un
nombre strictement positif.
On a l'églaité :
n

¢" = [1+(¢-1)]
D’aprés I'inégalité de Bernoulli, on en déduit que pour tout
entier naturel n, on a :

" =21+n(l-q)
Soit A un nombre positif, considérons I'inéquation :

1+(g—1)n>A

(g-1)m>A-1

On divise par g—1 qui est positif :

S A-1
n> - -
Ainsi, pour tout n supérieur a ;1, on a :

"=21+(@-1)n ; 1+(@-1)n=A
On en déduit : ¢" > A

On vient de montrer que pour tout nombre A positif, il
existe un rang N vérifiant I'implication :
n=N — q">A

Ainsi, la suite (q”) vérifie la définition d’une suite divergent
vers 400 :

lim ¢"™ = 400

n—r
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