Somme des termes d 'une suite

A. Somme:

1. Nombre de termes d’une somme:

Proposition:

Soit (un) une suite. Considérons la somme S définit par:
S =up + U1+ F Un—1 + Up

La somme S comprend n—k+1 termes.

2. des termes d’une suite arithmétique:

Proposition:

Soit (un) une suite arithmétique de premier terme ug et de
raison 7. Pour tout entier naturel n, on a:

(n-+1)- (o + ue)

uo+u1++un: 2

reuve:

Pour tout entier naturel ¢, le terme de rang k admet pour
expression :
ug = ug + £-r

Ainsi, pour tout entier naturel k, on a:
g + un—k = (uo + k1) + [uo + (n — k)-r]
= up+kr+ug+ (n—Fk)r=ug+uy+nr
= uUg + Up

Notons, S la somme des premiers termes de la suite (un) :
S=wupg+tur+us+- - +uUp 2+ Up_1+Up

Cette somme peut aussi s’écrire:
S = Up +Up—1 + Up—2 + -+ Uz +ur + uo

L’addition, termes a termes, des deux expressions de S per-
met d’obtenir 1’égalité :
2.5 = (uo + un) + (u1 + un,l) + (uQ + un,g)

4 4 (un—2tu2) + (un—14u1) + (un+uo)
D’aprés la remarque précédente :
2-S = (uo + un) + (uo + tn) + (uo + uy)
4 4 (un 4+ uo) + (un +uo) + (un +uo)
Cette somme comprend n+1 termes:
2.5 = (n + 1)-(u0 + un)

(n+1)- (o + un)
2

S:

Exemple:

Déterminons la valeur de la somme des 40 premiers impairs:
S=14+34+5+---+79

On reconnait les termes de la suite (un) arithmétique de

premier terme 1 et de raison 2. La somme S s’exprime par:

S = up+ur+ug+---+usg
40-(1 4 79)

_ (394 1)(2;1 +39x2) _ = 2080 = 160

Corollaire:

Soit (un) une suite arithmétique de premier terme ug et de
raison r. Pour tout entier naturel n, on a:
(n + 1) (2-u0 + n-r)

2

uo+u1++un:

Remarque:

® En utilisant la formule explicite des termes d’une suite
arithmétique, on a également l’expression de cette
somme :

Up+ ULt un = (n+1)(2uo +nr)

2
® On généralise cette formule par:

Dernier terme
Premier terme

Nombres
de termes
——

(n—k+1)-(uk + un)
2

Uk + U1 + - F Uy =

Remarque:
Cette propriété sera démontrée en terminale par un raison-
nement par récurrence:

[=]5i =]
%r:&%o
[=] 3%

3. des termes d’'une suite géométrique:

Proposition:
Soit (vn) une suite géométrique de premier terme vy et de
raison ¢ tel que g#1. Pour tout entier naturel n, on a:

1 _ qn+1
vo+vi+ v, =19 ————
L—q
reuve:
Notons S la somme des n+1 premiers termes de la suite
(vn). On a:

S=vo+vi+va+ -+ Vp—2+Vn-1+0v,
(1-q)S= (1—(1)'(Uo+v1+1)2+---+Un—2+vn—1+vn)
(1-¢q)S=[vo+vi+va+ 4 vp_2+vn_1+vn]

—q~[v0—|—vl +vo+--F Vo F U1 —l—vn]

(1-¢q)S=[vo+vi+va+ 4 vp_g+vn_1+ vy

—[g-vo+qv14q v+ +q-Vp_o+q-vn_14q-vn]
(1-¢)S=vo+vi+ve+- - +vyo+v,-1+0v,

—U] — Vg — U3 —+++ — Up_1 — Up — Upt1

(1-q)-8=vo—vnp1
(1—q)-S=vp—vog"™
(1-q)S=v(1-qg"")
1— gntt

S:UO' 1_q

Remarque:
On généralise cette formule par:

Nombre de termes

Premier terme l

l 1_qn—k+1
uk+uk+1+...+un:uk.ﬁ

Exemple:
Déterminons la valeur de la somme:
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S=14+34+9+274+---+6561
La suite logique de ces termes représentent les premiers ter-
mes de la suite géométrique de premier terme 1 et de raison
3. Notons (un) cette suite.

Notons n le rang du terme de valeur 6561 de la suite (un)
On doit avoir:

Uy = UgXq" = 6561 = 1x3" — 6561 = 3"
Des essais a la calculatrice permettent d’obtenir: n==38

Ainsi, la somme S s’exprime par:
S=1+3+9+274---46561
=Ug+uUr +u2 +uz+---+ug
1—¢g®  1-3° 1-3°

1
= Up 1 = X = = —
—q 1-3 O

@ -1

3. Annuité : DieslD)
[=]E5%

Remarque:

Cette propriété sera démontrée en terminale par un raison-
nement par récurrence:
r654-1

[

Depuis le jour de la naissance de leur fille Aline, les parents
déposent la somme de 100 € sur le livret A de leur enfant
chaque année.

On suppose que sur I’ensemble de la période d’étude, le taux
de rémunération du livret est resté constant a 1 %.

T

Quelle sera la somme dont disposera Aline sur son livret A
le jour de ses 18 ans?

B. Exemples:

4. Le tapis de : (1B =l
== '

EHLE
Op%E

1. L’échiquier de Sissa:

Le probléme de I’échiquier de Sissa [...] est un prob-
léme de mathématique datant du 6° siécle:

“On place un grain de blé sur la premiére case d’un
échiquier. Si on fait en sorte de doubler a chaque
case le nombre de grains de la case précédente (un
grain sur la premiére case, deux sur la deuxiéme,
quatre sur la troisiéme, etc. .. ), combien de grains
de riz obtient-on au total”

Source: Wikipédia

Pour rappel, un échiquier
est composé de 64 cases
blanches ou noires.

Ainsi, ayant complété les
trois premiéres cases, ily a7
grains de blé sur I’échiquier.

Combien de grains de
blé faut-il pour compléter
I’échiquier? '

2. Coureur:
[=]

Intéressons nous a la fractale du tapis de Sierpinski (1916)
du nom de son créateur polonais, est construit par une suc-
cession d’étapes définies par:

A chaque carré blanc, on le subdivise en 9 carrés identiques
en partageant ses cotés en trois segments de méme longueur
et on colorie en noir le carré central

Voici les six premiéres étapes de cette construction:

Figure initiale Etape 0

Etape 3

Combien de carrés noirs contient ’étape 57

Un globe-trotter a parié de parcourir 5000 km a pied.

Il peut, frais et dispos, parcourir 50 km en une journée,
mais chaque jour la fatigue s’accumule et donc sa perfor-
mance diminue de 1% tous les jours.

Le globe-trotter peut-il gagner?

Source : Extrait du Baccalauréat
Terminale L spécialité
Polynésie 2006
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