
Proposition :
Soit a, a′, b et b′ quatre entiers relatives vérifiant les re-
lations suivantes :

a ≡ a′ (mod.c) ; b ≡ b′ (mod.c)

On a les propriétés algébriques suivantes :

1. a+ b ≡ a′ + b′ (mod.c)

2. a− b ≡ a′ − b′ (mod.c)

3. a · b ≡ a′ · b′ (mod.c)

4. an ≡ a′n (mod.c)

Démonstration :
Puisque a ≡ a′ (mod.c), il existe un entier k vérifiant :

a = a′ + k·c

De même, il existe un entier k′ tel que :
b′ = b′ + k′·c

1. Ainsi, on a :
a+ b =

(
a′ + k·c

)
+
(
b′ + k′·c

)
= a′ + b′ + k·c+ k′·c = a′ + b′ +

(
k + k′

)
·c

Ainsi, on a : a+b≡a′+b′ (mod.c)

2. Ainsi, on a :
a− b =

(
a′ + k·c

)
−
(
b′ + k′·c

)
= a′ − b′ + k·c− k′·c = a′ − b′ +

(
k − k′

)
·c

Ainsi, on a : a−a′≡b−b′ (mod.c)

3. De même, on a :
a · b =

(
a′ + k·c

)
·
(
b′ + k′·c

)
= a′·b′ + a′·k′·c+ k·c·b′ + k·k′·c2

= a′·b′ + c·
(
b·k′ + k·b′ + k·k′·c

)
On en déduit : a·b≡a′·b′ (mod.c)

4. Considérons la propriété Pn définie pour tout entier
naturel n définie par :
Pn : “an ≡ a′n (mod.c)”

Montrons, à l’aide d’un raisonnement par récurrence,
que pour tout entier naturel n la propriété Pn est
vraie :

Initialisation :
a0 = 1 ≡ 1 (mod.c) ; a′0 = 1 ≡ 1 (mod.c)

On vient d’établir que P0 est vraie.

Hérédité :
Supposons la propriété Pn réalisée pour un entier
naturel n quelconque. C’est à dire qu’on a l’hypo-
thèse par récurrence :
an ≡ a′n (mod.c)

Les entiers a et a′ vérifient également :
a ≡ a′ (mod.c)

Par multiplication de ces deux équivalences, on ob-
tient :

an · a ≡ a′n · a′ (mod.c) =⇒ an+1 ≡ a′n+1 (mod.c)
On vient d’établir la propriété Pn+1.

Conclusion :
On vient d’établir que la propriété Pn est initiali-
sée pour n=0 et vérifie la propriété d’hérédité. A
l’aide d’un raisonnement par récurrence, on vient
d’établir que la propriété Pn est réalisée pour tout
entier naturel n.
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