Proposition:
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I :

® f est croissante sur I si, et seulement si, f/ est positive
sur [ ;

® f est décroissante sur I si, et seulement si, f’ est néga-
tive sur [;

® f est constante sur [ si, et seulement si, f’ est nulle sur
1.

Idée de preuve:

Nous allons nous intéresser au second point. Que ce soit
pour I'implication directe ou la réciproque, les démonstra-
tions font appel & des outils de terminales ou du supérieur :

® Supposons la fonction f décroissante sur [a ; b].
Soit ¢ un nombre appartenant & l’intervalle ouvert
]a;b[.
e Etude du nombre dérivée a droite:
Soit he€R? tels que c+hel, on a les comparaisons
suivantes :
c<c+h
La fonction f est décroissante:

f(e) > fleth)
0> f(cth) — f(o)

1
Le nombre 7 est strictement positif:

0 _ fleth) - (0
h h
fleth) — (o)
h
Par passage a la limite dans 'inéquation :

et = @) _
h ~

h—0t

<0

f'(e) <0
2 Etude du nombre dérivée a droite:
Soit heR* tels que c+h eI, on a les comparaisons
suivantes :

c+h<e
La fonction f est décroissante:

fleth) > f(c)
fleth) = f(e) >0

1
Le nombre — est strictement négatif:

h

flcth) —f(c) 0
h <%
fleth) ~ 1) _,

h
Par passage a la limite dans 'inéquation :

fim {0
h—0— h
fie)<0
fleth) — f(o)

On en déduit que: lim
h—0

Ainsi, la fonction dérivée f’ est négative sur I (a établir
cette propriété au borne de lintervalle I).

® Supposons que la fonction f’ est négative sur I'intervalle
[a;b].
Considérons deux nombres xy et x; appartenant a
Iintervalle [a;b].

D’aprés le théoréme des accroissement finis, il existe un
réel ¢ appartenant a 'intervalle ]xo ;T [ vérifiant :

flx1) = fzo) = f'(¢)- (21 — z0)
On a les comparaisons suivantes :
xo < 11
0<z1— 20
1 —x9 >0
Le nombre f/(x) étant négatif:

f(e)-(x1 —x0) <O
f(z1) = f(xo) <O
= f(@o) < —f(z1)
f(zo) = f(z1)

Deux nombres de I'intervalle [a ; b] et leurs images étant
comparés dans le sens inverse, on en déduit que la fonc-
tion f est décroissante sur [a; b].

Théoréme: (des accroissements finis - admis)

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a ; b] et dériv-
able sur 'intervalle ]a ; b[.
Il existe un réel ce]a ; b[ tel que:
f(b> _ f(a) _
10— e
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