Complexes et géométrie

A. Module:

Deéfinition:
Soit z un nombre complexe quelconque admettant pour écri-
ture algébrique:

z=a+1b ouabeR

On appelle module du nombre complexe z le nombre
réel noté |z| ayant pour définition :

2| = Va2 + b2

Proposition:
Soit z et 2z’ deux nombres complexes. On a les relations
suivantes:

a. z-zZ= |z|2 b. |zxz'| = |z|x|7|
c. VneN*, ’z”‘:’z’n d. ’l‘zioﬁ z#0
ANEL
2 _ e
|| = m ou z'#£0
Preuve:

a. Notons z=x-+i-y 'écriture algébrique du nombre com-
plexe z. On a:
Z2-Z= (:c + zy) (x — zy) =% —ixy+iyx —i%y?

=a?— (-)y? =22+ 9’ = (Va2 +47)" = |4’

b. Déterminons une expression simplifiée du carré de cha-
cun des membres de 1’égalité:

o |ox|" = |(a+iy)x(@ +iy)|’

2

= |x.$/ + ny/ + Zw/y + iZ.y.y/|2
= |(z2' —yy) +i-(zy + 2" y)|
= (w2’ — y-y’)2 + (z-y' + x’~y)2
:mQx’Q—2xm’yy’+y2y’2+m2y’2+2xx’yy’+x
— 22.22 4 22 4 22y 4 222

o (lz1x|2])° = o' x|2|" = (=2 + ) (2" + )
— ilf2‘$/2+1’2'y/2+y2'1’/2+y2'y/2

On obtient : ’zxz”Q = (’z’x’z’})Q

2,2
Y

Ainsi, les deux nombres |zx2'| et |z|x|2’| sont positif
et de carrés égaux: ces deux nombres sont égaux.

c. Considérons la propriété P, définie pour tout entier
naturel n non-nul par la relation: P, : “|z"} = |z|n”
T 1

® Initialisation: |z1| :}z‘ ; ’z’ :\z}
On vient de montrer que P;.

® Hérédité:
Supposons la propriété P, réalisée pour un entier
naturel n non-nul quelconque. C’est-a-dire qu’on a
I’hypothése de récurrence suivante: }z”’ = ‘z‘n

Etudions 'expression suivante:
b.
|27+ = |exz] = |27 x|2] = |¢|"x]2| = |2
On vient de montrer que P, ;1 est vraie.

® Conclusion:
La propriété P,, est initialisée au rang 1 et elle véri-

fie la propriété d’hérédité. Par un raisonnement par

récurrence, on a établi que la propriété P, est vraie
pour tout entier naturel n non-nul.

d. Soit z un nombre complexe non-nul:

1O 0=tk Ly

yAYA

1 1
Les deux nombres )f‘ et W étant positif et leur carré
z z
) . L 1 1
étant égaux, on en déduit: ‘f‘ = W
z

e. Etablit a I'aide des propriétés b. et d..

B. Plan complexe:

Rappel

® A tout nombre complexe z admettant ’écriture al-
gébrique a+i-b, on associe un unique point M du plan
appelé¢ image de z de coordonnées M (x;y).

® A tout point M du plan de coordonnées M (z;y), on
associe un unique nombre complexe z appelé affixe du
point M ayant pour écriture algébrique z=a-i-b.

Remarque:
Soit z un nombre complexe et M son image. On a:
[z| =0M

éfinition :
Soit z un nombre complexe non-nul et M son image. Un
argument du nombre complexe z est un nombre réel 6
- —
tel que: (u ;OM) =0
Tout argument du nombre complexe z est noté arg(z).

Remarque:

Le module et ’argument d’un nombre complexe z non-nul
permet de repérer son image de maniére unique:

M
A
o
4 Kz\
0 0= arg
ol @

Proposition:

Deux nombres complexes z et z’ non-nuls sont égaux si, et
seulement si, ils ont méme modules et méme arguments.

_ /
|z = |#/]

arg(z) = arg(2') [27)

2=z <= {

Proposition:

=+ 2] < Je[ + <]

Preuve:

Soit M et M’ deux points distincts de O et d’affixes re-
spectifs z et 2’. Soit N tel que OMNM’ soit un paral-
lelogramme. D’aprés l'inégalité triangulaire dans le plan
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euclidien :

ON < OM + OM’
|2+ 2| < |2 +|¢]
N
M/
)\)\
~
\M\
M
7 \2\
=

éfinition :

Soit M et N deux points du plan d’affixes respectives z et
7. L’affixe du vecteur M N est le nombre complexe 2z’ —z

Remarque:

%
L’affixe d’un vecteur u est indépendant des points choisis
pour le représenter.
. . —_— —=
Soit A, B, C et D quatre points tels que: AB=CD:
> =2ZB—2A=2D — ZC

Proposition:

Soit M et N deux points d’affixes respectives z et z’.
On a:

® MN = \ZN—ZM|

. . . ﬁ H
® Si M et N sont distincts: arg(u

C. Forme trigonométrique:

Proposition définition

Soit z un nombre complexe non-nul de module r et
d’argument 6. Le nombre coplexe z admet I’écriture suiv-
ante:

z :r-(cosﬁ—i—i-sinﬁ)

On appelle cette écriture: écriture trigonométrique du nom-
bre z.

Théoréme:

Soit z et 2z’ deux nombres complexes non-nuls admettant les
écritures trigonométriques suivantes:

2= r-(cosG + i-sin@) = r~(cos0’ + i-sin9’)

On a les écritures trigonométriques des nombres complexes

suivants:
® z =r-[cos(—0) + i-sin(—0)]

® 2.2/ =11’ [cos(04+0) + i-sin(0+6")]
1 1

o - — . —6) +4-sin(—0
Pl [ cos(—0) + i-sin(—06)]

o 2 — Z.[cos(6—0") +i-sin(6—6'
e r/-[cos( —0') + i-sin(6—0")]

Démonstration :

® z=r-(cosf —i-sinf) =r [cos(—@) + i-(—sin 9)}
= r-[ cos(—0) + i-sin(—6)]
® 22 = [r-(cosf+i-sinf)]-[r'-(cos# +i-sin@’)]
= r7’-(cosf +i-sinf)-(cos 0 + i-sinf’)
=rr ( cos §-cos @’ + i-cos6-sin 6’
+i-sin §- cos @' + 42 sin - sin 9’)
= rol [(cos 0-cos ' — sin-sin ')

+i-(cos 6 sin 6’ + sin 6- cos 9')}

= 7'+ [(cos(0+0') + i-sin(0+6')]
1 1 _ 1 1
z r~(cos9+i~Sin9)

~ 7 cosf+i-sinf
cosf —i-sinf
(cos@ + i-sinf)(cos @ — i-sin )

=3 |

1 cosf—ising 1 cos(—0) +i-( — sin6)
1 (cos0)2 —i2-sin?0  r  (cosh)? +sin?0
1 —0) +i-sin(—0) 1 .
_ ;'cos( ) 1z sin(—0) — ;-[cos(—6)+z-sm(—9)}
1
® On a: i/ =z—
z z

1
olt les nombres complexes z et — sont définis par:

|z’ S |z’| =% ; arg(z) =60 ; arg (%) = -0

La formule du produit précédemment démontrée per-

met de donner ’écriture trigonométrique du produit :
1 1
o =T [cos [0-+(—0)] +i-sin [6’+(79’)H

Z/

= % [cos (0—0') + i-sin (9—9/)]

D. Forme exponentielle:

Définition - proposition
® Pour tout nombre réel 6, on note:
e"? = cosf +i-sinf

® Pour tout nombre complexe non nul z, il existe un réel
r strictement positif et un réel 96] —T; 7r] :
z =r-e"?
On appelle cette écriture du complexe z, I’écriture
exponentielle de z

Remarque:

® Par sa définition, e*? est le nombre complexe de mod-
ule 1 et d’argument 6.

® Soit z un nombre complexe non-nul. Le nombre com-

plexe ﬁ a pour module 1; ainsi, il existe 8 € R tel que:
z
A 1-(cosf +i-sinf) = B~
2] 2]
- z= |z’~ei'9

Il existe un réel r strictement positif:

= z=re"
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Proposition:

Soit z et 2z’ deux nombres complexes non-nuls admettant les
forme exponentielles suivantes :

q .l
z=re? 5 2 =rplet?

On a les propriétés suivantes:

® 2.2 = (r~r')-ei'(0+0/) ® "= (T")-ei'("'a) VneN
® 1 — (1).6—2*0
z T

o 2 _ (1).ei~<e—9'>
Z/ ,r.l
Preuve:

® A Tl’aide du module et 'argument du produit :
|z-z" = }ZHZ’} i arg (2:2)) = arg (2) + arg (2/)
Ainsi: z2' = (|z|~|z’|)~ei'(9+9/)
® A T’aide du module et I’argument de la puissance:
|z"| = ’z’n ;o arg (z") = n-arg (z)
Ainsi: 2" = (}z\n)ei'(” 4
® A Taide du module et 'argument de l'inverse:
1
‘f| — ‘—| ;o arg (;) = —arg (z)
Ainsi: 1 e ’1’@_1"9
z z
® A l'aide du module et 'argument du quotient :
2y _ I

. A ~ arg (&
- |,a@@J_Mg@ arg (/)

Ainsi: — <||)-1(99
Z \|Y|

E. Complexe et géométrie:

Corollaire:

Soit A, B, C trois points du plan muni du repére

(O; U ; v) distincts deux & deux. On note z4, zp, zc
leurs affixes respectives. On a:

- —
'AB:|zszA| : (u;AB)zarg(zszA)
g bl e B 2 R EE T ey
Exemple:

On considére les quatre points A, B, C', D d’affixes respec-

tives: ) )
za=14+1 ; zp=—1—1

c=-3-3i ; zp=+3-3i

On effectue les calculs pour obtenir I’écriture algébrique des

. ZA — ZC ZD — ZA
quotients: ;
ZB — ZC 2B — %A
ZA—ZC . . .
® On a =2 et ces trois points sont distincts deux

ZB—ZC

a deux:
ZA—ZC ZA — ZC

arg( ) =arg(2) = arg <7) =0
ZB—ZC ZB — ZC

— —
— (C4;0B) =0
— Les points A, B, C sont alignés.

Zp — % 1 3 x

oz 1 V3. s

ZB — ZA 2 2

De plus, les points A, B et D sont distincts deux a

® On a:

ZD — ZA ZD — ZA ™
‘ZB—ZA‘:I arg(ZB_ZA):§
|ZD*ZA|_1 DAB="_
[on —2a] ~ ’

AD_|

AB

AD = AB

On en déduit que DAB est un triangle équilatéral

Quelques cas particulier

Soit A, B, C' D quatre points du plan ayant pour affixes
respectifs z4, 2B, zc, 2p:

3

Zp — 2 T
o Si B4 _ "3 alors ABC est un triangle

ZCc — ZA
équilatéral.
. ZA — RC TodL . 9 S
® Si ——— = ¢"2 alors ABC est un tirangle isocéle
2B — 2C
en C

® Si les segments [AC] et [BD] ont méme milieu et si
zZa — 2 e
247 7C _ 6% alors ABCD est un carré.
ZB — ZD

® Si les segments [AC] et [BD] ont méme milieu et si

ZA— 2 9.
ZAT 0 _ 9.¢'% alors ABCD est un losange.
ZB — ZD
® Si les segments [AC| et [BD] ont méme milieu et si
FATEC _ 0% alors ABCD est un rectangle.
ZB — 2D
A
Q =)
_ quﬂ -
TQ I
o —
I O SIS
— [
<| O Ol 1
(NN N | R
5 & =
Y i R 33; & z
Y i )
\ ;
o | = I
D! TN
; NS P
by =R e
v T <| <
v Il N | W
= < [
<| O
T7VT 1788
Q| Q
Sl
~ o) ~ o

F. Un peu plus loin:

Exemple:

deux:

Soit z un nombre complexe admettant I’écriture exponen-
tielle z=2-¢" .
On a:

ST (2.6i~%’)17:217_(ei'%)17:217.617~i~%’ — 917, gi- 2

olm | L. ,
La mesure e n’est pas la mesure principale d’'un an-

51 51
gle. Or: %512,75%. Ainsi, la mesure il représente

le méme angle que:
51w 51w _ 5lm—48m  3m
— 6 1= T
i o=

4

qui est la mesure principale de I’ angle.
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Proposition : (Translation)
Soit M et N deux points du plan d’affixes respectives z et

Z' et w un vecteur d’affixe w.

Le point_> N est 'image du point M par la translation de

vecteur w si, et seulement si, on a:
Z=z4w

%’
%
A ) N ()

Proposition : (Homothétie)
Soit M, N et Q trois points du plan d’affixes respectives z,
2" et w; soit k un réel non nul.

Z = 24w

<l

IS

M’ est 'image du point M par ’homothétie de centre Q et
de rapport k si, et seulement si, on a I'égalité:
7 —w=k(z—w)

Z—w =k (z—w)

M(2)
/Q/
| V() ON = k-QM

0

<L

Proposition : (Rotation)
Soit M, N et € trois points du plan d’affixes respectives z,
7' et w; soit o un nombre réel.

M’ est I'image du point M par la rotation de centre € et
d’angle « si, et seulement si, on a I’égalité:
7 —w=e"%(z—-w)

2 —w = ei'o‘-(z — w)

N(Z
A @ M(z)
. Qw)
A /

Preuve: ‘
® Supposons que le point N est le symétrique du point
M par la rotation de centre () et d’angle «; le point N

est caractérisé par les propriétés suivantes:

QN =QM (QM;QN):a

<L

En traduisant ces égalités, sur les affixes des points M,
N et Q, on a:

z—w

[ —wl =z — |
P Z—w

z—w):a@w) - arg(Z/_w):a(Qw)

-

arg

- z
Ainsi, le nombre complexe

w
a pour module 1 et

pour argument «; sa forme trigonométrique est :
!
Z—w

=le*=¢"* = F-w=e""(z—w)
z—w
® Réciproquement, supposons que les affixes des points
M, N et ) vérifient la relation:
7 —w=e€"z —w)
> En prenant le module de cette égalité, on a:
g
R e e R F A ()
= ‘z’—w| — |(z—w)| = QM =QM
2 On en déduit 1'égalité:

72 —w . 2 —w
=e = arg =«
Z—w

—
z(QM;QM’):a

G. Cercle trigométrique et
affixe:

Remarque:
Tout point du cercle trigonométrique admet pour affixe:

cosf +i-sinf oufeR

Pour tout point du plan M et pour z son affixe, le complexe

z
W est Daffixe d’un point du cercle trigonométrique :
z

l= i
ELEN

Ainsi, il existe un réel 0 tel que:
z

4 _

|z

= cosf +i-sinf
2|

— z = |z|~(cos€+i~sin9)
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Remarque:

Pour déterminer ’argument d’un nombre complexe z, on

s’'intéresse au nombre complexe — qui a la méme argu-

E
ment et qui appartient au cercle trigonométrique.

Deux cas de figure:

z .
® Le nombre complexe —| est un des 16 affixes associés
z
aux angles remarquables de la figure ci-dessus.
® Ce n’est pas le cas. Prenons le cas du nombre com-
plexe 2=0,6—0,8-¢ dont l'image appartient au cercle
trigonométrique (| ’ z’ =1).

cosf = 0,6 sinf = —0,8
6 = cos™* (0,6) 6 =sin~' (—0,8)
0 ~ 0,927 0 ~ —0,927

§=1{0927; 0927} | & ={-0927;—7+0,927}
8§ ={-0,927;-2,214}
On a: 2z~ cos (—0,927) + ¢-sin (—0,927)
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