L’énoncé de I'exercice affirme deux certitudes : 'exis-
tence du couple (¢;r) et son unicité; notre démons-
tration reprend séparemment ces deux points :

¢ Existence :
Effectuons un raisonnement par dijonction de
cas :

= Supposon que a €N ; considérons I’ensemble A

défini par :

A:{nEN } n-b>a}
L’ensemble N est archimédien ce qui nous as-
sure que A est non vide; or, nous savons que
toute partie non-vide de N posséde un plus pe-
tit élément.
Notons ng le plus petit élément I’ensemble A
puisque ng est le plus petit élément de A, cela
signifie que son prédécesseur n’y appartient
pas :

(no—l) ¢A = mnyb<a
Les propriétés de ng et de (no—l) permetttent

d’é(crire :)
TL()—]. gA
== —1)b<a<ngbd
’rL()EA } (TLO ) a no
Ainsi, on a les encadrements suivants :
(no — 1)-b < a < ngb

(no—l)-b—(no—l)-b< a—(no—l)-b< no-b—(no—l)-b
0< a—(no—l)-b <b
Posons : r=a— (nofl)'b

0< r <b
Posons maintenant g= (no—l), on a :

gb+r= (no—1)b+ [a— (no—1)-b]

Ainsi le couple (no—l;a— (n0—1)~b> est une

solution & notre théoréme.

£ Supposons maintenant que a est strictement
négatif :
Ainsi, —a est positif; d’aprés le travail effec-
tué précédemment, on a l’existente d’un couple
(g;r) tel que :
(—a) =¢q¢b+r oul0<r<b
Ainsi, on obtient 1’égalité :
a=(—q)b+(—r) ot —-b<—r<0
Raisonnons de nouveau par disjonction de cas :
r‘.

&

si r=0, alors le couple (fq ; O) est une solu-
tion.

#% Supposons que r>0, ainsi, on a lencadre-
ment :
-b<—r<o0
Modifions I’égalité précédente :
a= (=q)b+(-r)

a= [(—q)b—"b] + [(-r) +b]

a= (—g—1)b+(b—r)
Effectuons un encadrement de (bfr) :
-b< —r <0

-b+b<b—r<b

0<b—r<b
Ainsi, le couple (,b,1 ; bfr) est une solution
de notre probléme :
a= (— b— 1)~q+ (b—r) ou 0<b—r<b.
On vient donc de montrer l'existence d'un tel
couple
® Unicité :
Pour montrer I'unicité, supposons 'existence de

deux couples (g1 ; n1) et (ga ; ne) vérifiant conjoin-
tement les propriétés citées :

a=qb+r a=qab+mr
0<r1<b ’ 0<ra<db

Etudions de deux maniéres la différence (rl —7“2) :
2 Ona: 0<ri<b ; 0<ra<b
On en déduit : —b<—-r9<0
En additionnant ces deux encadrements, on ob-
tient :
04 (=b) <r1+ (—r2) <b+0
-b< ri—1r9 <b
= On a les égalités suivantes :
rm=a—-qb ; ro=a—qb
On en déduit :
ry—Te = (a - ql'b) — (a - qg-b)
— a—qb—a+gyb
= —qrb+ b

= (@—aq)b
Ainsi, le nombre (7‘1—7"2) est un multiple de b.

Or, le seul multiple de b compris dans 'intervalle
]—b;b[ est 0; ainsi, on en déduit :
rn—1To=0 =— 1ri=r9
Des égalités: a=q1-b+7r1 ; a=qab+ 1o
On en déduit ’égalité suivante :
@i-b+ri = qb+r
@b = q2b+ (7”2 - 7“1)
@b = qa2b
q1 = G2
Les deux couples sont donc égaux : ceci montre
I'unicité de la solution.
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