Nombres derivés et tangentes

A, Fonctions dérivées des
fonctions de référence:

1. Définition :

éfinition :
Soit f un fonction définie sur un intervalle I.
On dit que la fonction f est dérivable sur I’ntervalle [
si elle est admet un nombre dérivée pour tout nombre a de
Iintervalle 1.

éfinition :
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle 1.
On appelle fonction dérivée de f, la fonction définie sur
I qui, a tout réel x de I, associe le nombre dérivée de la
fonction fenx: x+—— f'(z)

On la note f’.

2. Fonctions de référence:

Fonction Dérsil\lfgble Fonction dérivée

Fonction constante
O 1 R z—0
Fonction identité
o K R r—1
Fonction carré R T2z
Fonction cube R x— 3.2
Monoéme x+— z" R x—sn-zn !
. N 1
Fonction inverse R T ——
x
Fonction racine * 1
, R 3 T—
carrée 2T
; 1 siz>0
Fonction valeur R* . { :
absolue -1 siz<0
Preuve:

® Etablissons Dexpression de la dérivée de la fonction
carré notée f:
Pour a un nombre réel quelconque, déterminons le nom-
bre dérivé de la fonction f en a. Par définition, on a:
. . fla+h) — f(a)
lim f/(a) = lim ——————~=
h}—>0f( ) 0 h

e On a les transformations algébriques:
flath) — fla)  (a+h)"—a® a4 2-ah+h?—a?

h h h
.a- 2 h-(2- h
_ 2ahh+h _ he( c;L+ ):2.a+h

= On a la limite:

lim w = lim2a+h=2a

h—0 h hi—0
On en déduit que le nombre dérivée en a de la fonction
f apour valeur: f'(a) =2-a

Ainsi, 'expression de la fonction dérivée est:
f(@) = 20

® Pour les autres fonctions de référence, [Eg2ImE]
se reporter au lien suivant : r184-0

bt

B. Linéarité de la dérivation:

Proposition:
Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle 1.
® La fonction u+wv définie pour tout x €I par:
utv : z—u(x) + v(z)
est une fonction dérivable sur I ou:
(u—&—v)/(w) =u/(z) + v'(x)

® La fonction u—wv définie pour tout x €I par:
u—v: x—u(z) — v(x)
est une fonction dérivable sur I ou:
(u—v)/(x) = (x) —v'(z)
® Pour k€R et x€ I, la fonction k-u définie par:
kw: x— kxu(z)
est une fonction dérivable sur I ou:

(k’-u)/(x) = kxu/(x)

Exemple:
Considérons la fonction f définie sur R par:

f@) =2z +322 -z +3

La formule d. permet d’obtenir I’expression de la fonction
f! dérivée de la fonction f:

f’(x)=2~<2.i/;> —|—3-(2-x)—1+0=\};+6~m—1

reuve:

Ok 0]
r183-0
4 gauche et centrée: =]

C. Tangentes:

Exemple:
On consideére la fonction f définie sur R par:

@)= a2

xT

Dans le plan muni d’un repére (O;I;J), on note €y la
courbe représentative de la fonction f et (T') la tangente
a la courbe %7 au point d’abscisse 4.

La fonction f’, dérivée de la fonction f, admet pour expres-
sion :

RSN SR (RN DRSS |
f(x)—Q'\/; 2><< 1‘2)_2.\/5—'_1‘2

On a les valeurs suivantes:

® L’image du nombre 4 par la fonction f:

UV .

® Le nombre dérivée de la fonctin f en 4 a pour valeur:
, 1 2 1 2 1 1 3
W= ——+

2-/4 -

On en déduit I'équation réduite de la tangente (T'):
y=f4)(x-4)+f14)

T2 16 178 8

3 3
= — —4 p—
y=gle—4+3
33,3
Y=8 73273
_3
Y73
J /
B /ﬁ/ctoﬂf
/
7 ~
(rn) /,/
L~ /
T/ 2 4 r

D. Sens de variations:

Proposition : (admis)
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I :

® f est croissante sur I si, et seulement si, f’ est positive
sur [;

® f est décroissante sur [ si, et seulement si, f’ est néga-
tive sur [ ;

® f est constante sur I si, et seulement si, f’ est nulle sur
1.

Exemple:
On considére la fonction f définie sur [72,5 ; 3] par:
3
flz)=a3 - §~x2 —6x+1
qui admet pour représentation la courbe € représentée ci-
dessous:

On admet que la courbe ¢y admet des tangentes horizontales
aux points d’abscisses —2 et 1.

La fonction f’, dérivée de la fonction f, admet pour expres-
sion : 3
f(z) =322 - 5(25(3) —6x1+0=322-32-6

La fonction f’ est une fonction du second degré dont le dis-
criminant a pour valeur:

A =02 —4ac=(-3)2—4x3x(—6) =9+ 72 =281
On a la simplification : \/K =481=9

Le discriminant étant strictement positif, la fonction f’
s’annule pour:

—b— /A —b+ /A
r] = —— r = ————
2-a 2-a
_ —(=3)-9 _ —(=3)+9
2x3 T 2x3
~3-9 349
T 6 6
=6 12
6 6
=-1 =2

Le coefficient du terme du second degré étant strictement
positif, on en déduit le tableau de signe de la fonction f’ sur
[—2,5 ; 3] :

z —-2,5 ! 2 3

/() + - +

On en déduit :
® sur [—2,5 ; —1] et sur [2 ; 3], la fonction f est croissante.

® sur [—1 ; 2], la fonction f est décroissante.

E. Extrémums:

éfinition:
Soit f une fonction définie sur un intervalle [a;b] et ¢ un
nombre appartenant a l'intervalle [a ; b].

® On dit que la fonction f admet un maximum en c si,
pour tout x € [a;b], ona:

fle) = f(x)

® On dit que la fonction f admet un minimum en c si,
pour tout z € [a;b], on a:

fle) < f(=)

® On dit que la fonction f admet un extrémum en c si
la fonction f admet en ¢ un minimum ou un maximum.

Proposition:
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle
]a ; b[ et ¢ un nombre de cet intervalle.

Si f admet un extrémum en ¢ alors f'(c) =0

Remarque:

® La réciproque est fausse. La fonction f, représentée ci-
dessous par la courbe € dans un repére, vérifie f'(c) =0
mais la fonction f n’admet pas un extrémum en c.

[

S pemrmeme =0

O

® Ainsi, pour trouver les extrémums d’une fonction, on
recherche les valeurs ¢ de lintervalle [a;b] vérifiant
f'(c)=0.
On vérifie ensuite lesquels représentent un extrémum.
® Si f/ s’annule en zy et change de signe en xg alors f
admet un minimum ou un maximum localement en xg.

Preuve:(hors programme)

Soit f admettant un minimum en ce]a ; b[. Ainsi, pour tout
réel xe]a;b[, on a:

fo) < f()
Une notion “hors-programme” de la classe de premiére est la
limite & droite et la limite & gauche
® Pour heR* tel que c+he [a ; b] et sachant que la fonc-
tion f admet un minium en ¢, on a:
fle) < fle+h)
0 < feth) = flc)
fleth) = f(c) 20
Le nombre h étant strictement négatif:
fleth) — f(c)
h
Par passage a la limite, on a:
L flekh) — £
h—0— h

<0

<0
La fonction f étant dérivable en c:
f(e)<0

® Pour heR’ tel que c+he [a ; b} et sachant que la fonc-
tion f admet un minium en ¢, on a:
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c+h)
ct+h) — f(e)

V

fle)
f

0
fleth) = f(e) 2
Le nombre h étant strictement positif:
fleth) — f(o)
h
Par passage a la limite, on a:
L fleth) ~ (o)
h—0t h

>0

>0

La fonction f étant dérivable en c:
f'(e) 20
Le nombre ¢ vérifiant f'(¢)<0 et f'(c) >0, on en déduit:

f'e)=0

Proposition:

Soit f est une fonctin définie et dérivable sur un intervalle I
et xg un nombre réel de I.

® Si f admet un maximum ou minimun sur Uintervalle I
en zg alors on a: f/'(z9) =0

Exemple:

Exercice 1

On considére la fonction f définit sur [O ; 10} par:

@)= o

Montrer que la fonction f admet un maximum en 1.
Correction 1

La formule de dérivation du quotient de deux fonctions per-
met d’obtenir ’expression de la fonction f’' dérivée de la
fonction f:

f'(@) =

2?2 -1
(a2 +1)°
Le dénominateur étant strictement positif, le signe de f’ est

celui de son numérateur qui est un polynéme du second de-
gré:

T 0 1 10
f(z) - +

La fonction f’ s’annule en 1 et change de signes: la fonction
f admet un maximum en 1 sur 'intervalle [0 ; 10]
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