Déravibilité et continuité

A. Dérivabilité:

1. Rappel :

éfinition:

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soit a un
nombre réel appartenant a I.
On dit que la fonction f est dérivable en a si la limite
suivante existe : .

iy 1) =1)

hi—0
a+hel

Dans ce cas, la valeur de cette limite s’appellera nombre
dérivée de la fonction f en a et on le notera f’(a).

Remarque:

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Soient a et
a+h deux nombres appartenant a I qui sont les abscisses
respectives des points A et B de la courbe ¢ (Fig.1).

Le coefficient directeur de la corde (AB) se calcule par:

y—ya _ fla+h)— fla) _ fla+h) — f(a)
Tp—TA (a+h) —a h
A ,
j Illlgb f(rH»h)hf f(a)
a 7 a+h Va athi aths athe athi ath
Fig. 1 Fig. 2

La figure 2 présente la tangente au point d’abscisse a comme
la position “limite” des cordes lorsque la suite de points B,
se rapproche du point A.

On admet que si une fonction f est dérivable en a alors:
® La courbe ¥ admet une tangente en a;

® Le coefficient directeur de cette tangente est:
h) —
i £ = F@)

hi—0 h

Ainsi, I’équation réduite de la droite (d) s’exprime par:
y=f'(a)z+b

y = f'(a)-x+ [f(a) — f'(a)a]
y = f'(a)-(z —a) + f(a)

Définition:

® Une fonction est dite dérivable sur 1’intervalle I si
elle est dérivable pour tout nombre a appartenant & I.

® Soit une fonction f dérivable sur un intervalle I. 1l
existe une fonction associant & tout nombre = de I le
nombre dérivée associé a la fonction:

N
Cette fonction s’appelle la fonction dérivée de la
fonction f sur I et est notée f’.

Proposition:

Le tableau ci-dessous résume l’expression des fonctions
dérivées des fonctions de références:

f(@) f'(2) D

k 0 R

z™ n- g1 R
1 1

- = R*
T x2

1
VT R*
2.z -

reuve.

Voir le document :
http ://chingatome.fr/r468

Proposition:

Soit u et v deux fonctions définies et dérivables sur un in-
tervalle I. Voici quelques propriétés de dérivations sur les
opérations algébriques:

Proposition:

Soit f une fonction définie sur I et dérivable en a€l. La
tangente a la courbe ¢ de la fonction f au point d’abscisse
a a pour équation :

y=f'(a)(z—a)+ f(a)

reuve:

Soit f une fonction définie et dérivable en a. On note €7 la
courbe représentative de la fonction f.

Le point A(a; f(a)) appartient a €. On dit que A est
I'unique point de € d’abscisse a.

Notons (d) la tangente & la courbe % au point A. Son co-
efficient directeur vaut f’(a). Ainsi, son équation réduite
s’exprime sous la forme:
y=f'(a)x+Db o beR
Les coordonnées du point A vérifie cette équation

ya = f'(a)za+b
fla) = f'(a)-a+b

Expression Expression Domaine
algébrique | de la fonction dérivée | de dérivation
k-u k- I

u+v u' 4+ I

U—v u — I
E-u4£-v k' + £ I

U-v uv+u- I

1 v

5 s {zel|v(z)#0}
u uv—u-v

= el 0
” 2 {zel | v(z)#0}

reuve:

http://ch

Voir le document :

ingatome.fr/r468

b= f(a) = f'(a)a
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B. Dérivation des fonction
composées:

Proposition:
Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I :

f() 7(z) D,
[u(@)]" |n-u'(z) [u(x)]nil I
@ = [Z(S% {zel | u(z)#0}
u(x) _w(@) {zeR | u(z)>0}
2-v/u(z)
u(a-xz+b) a-u'(a-z+b) {zeR|a-z+bel}

Remarque:
On remarque les expressions suivantes :

o ([u@)]") = @) (n-[u@)]"")
1y, 1
(@) =)

j 1
o u(z ) =u/(z (7>
(V@) = v (57
On observe la formule générale de dérivation de la fonction
composée de la fonction u par la fonction f:

(f[u(@)]) = u'(z)x f'[u ()]

Voir: http://chingatome.fr/r585

1. Fonctions non-dérivables :

Voici quelques exemples de fonctions non-dérivables au point
a:

e )

/|

RV

[ P,

i
:
a

.1

a
Fig Fig. 2 Fig. 3
® Fig. 1: la courbe ¢y admet une tangente verticale en a.
On a: )
im L0t = fla)
h—0 h

® Fig. 2: la courbe 4, admet deux demi-tangentes en a:
i Hath) = £a) o farh) = fa)
h—0— h h—0t h

® Fig. 3: la courbe ¢y admet n’admet aucune tangente

en a: )
lim M n’existe pas.
h—0 h

1. Approche de la continuité:

ntroduction:

Soit @ un nombre réel. Une fonction f est dite continue en
asi:
® f est définie en a;

® La courbe représentative €7 est tracé d’'un seul trait
autour de a.

Exemple:
Exemple de fonction non-continue en a:
|$—2| = F —
fla) = 1222 9(e) = E(x)
—(
4 E -5 —
Jjl . Jl .,
- 12 -
i ] 1l
—(
—(
Fig 1 Fig 2
® La fonction f n’est pas définie en 2: elle n’est pas con-
tinue en 2.

® La fonction g est la fonction “partie entiére”’ : elle n’est
pas continue pour tout x€N. En particulier pour le

nombre 2:
lim_f(z)=f(2) # lm f(z)
2t T2
éfinition :

Une fonction est dite continue sur un intervalle I si elle est
continue pour tout nombre a de I'intervalle I.

Exemple:
Considérons la fonction f définie sur R par la relation:
f(z) = E(z) six<2
flx) =1 siz=2
T —2
flz) = ——+1 sixz>2
x?—4
71 _//’——__
2 -1 0 I 2 3 4 5
—t
—_— -2

Montrons que la fonction f est continue en 2:

® Sur l'intervalle [1 ; 2[, la fonction E est constante est
vaut 1. On en déduit la limite:
lim f(z)= lim E(z)=1

T2

z€[1;2] z€[1;2]

C. Fonctions continues:
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flo)= == +1= 6y 1
:(—M+1:VI_2+1

Vr+2/x—2 vVa+2
On en déduit la limite suivante:
vVr—2 0
li =1l 1l=-+1=1
By e
On en déduit que la fonction f est continue en 1:
lim f(z)= lim f(z)=1
T2~ 21

2. Propriété de la continuité :

>bk-------

ob-------%

Corollaire:

Proposition : (admise)

sont continues sur leur ensemble de définition.

® La fonction inverse est continue sur R* et continue sur
R*
+

® Les fonctions polynémiales, la fonction racine carrée

Soit f une fonction définie et continue sur [a ; b].
Si f(a) et f(b) sont de signes contraires, alors il existe au
moins un nombre réel ¢ appartenant a [a 0 b] tel que f(c)=0.

Exemple:

Proposition : (admise)

La somme, le produit, le quotient de fonctions continues
sont des fonctions continues sur chacun des intervalles con-
tenus dans leur ensemble de définition.

Exemple:

* fla)=2>+x
La fonction carré et la fonction racine carré sont contin-
ues sur [O ; +00 [ Comme somme de fonctions contin-
ues, la fonction f est continue sur I'intervalle [O ; +oo[.

La fonction racines carrées et la fonction polynomi-
ale du dénominateur sont continues sur l’intervalle
[0;+00].

La fonction g est définie sur [O ; l[U] 1; —i—oo[. Comme
quotient de fonctions continues, la fonction g est con-
tinue sur [0;1[ et continue sur |1;+o0].

Proposition : (admise)

Si une fonction est dérivable sur un intervalle I alors elle
est continue sur [

Remarque:

|La réciproque est fausse: voir la figure 2 du B. 2.

D. Théoréme des valeurs
intermédiaires:

1. Sur un intervalle bornée:

Théoréme:

Soit f une fonction définie et continue sur [a ; b].
Pour tout meR compris entre f(a) et f(b), il existe au
moins un réel ¢ appartenant a [a g b] tel que f(c)=m.

Soit f définie par: 62 — 5z + %
Montrons que f s’annule sur [0,1 ; 0,2].

Remarquons: f(0,1)~0,22>0 ; f(0,2)~—0,09<0

On a:
® f est continue sur [O,l ; 0,2]

® f(0,1) et £(0,2) sont de signes contraires

D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe un réel ce [0,1 ;0,2] tel que f(c) =0

3

f(o,1)

F03) -

Corollaire:

Soit f une fonction définie et continue sur [a ; b].

Si f est strictement monotone sur I alors, pour tout meR
compris entre f(a) et f(b), il existe un unique réel ¢ appar-
tenant a [a 0 b] tel que f(c)=m

Exemple:

Soit f la fonction carré. Montrons qu’il existe un nombre
appartenant & RT ayant 3 pour carré.
Remarquons: f(1)=1 ; f(2)=4

On a:
® f est continue sur [1;2]

® f est strictement croissante sur [1 ; 2}
® 3 est compris entre les images des bornes de [1 ; 2]

D’apreés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe un unique réel ce [1 e 2] tel que f(c) = 3.

2. Sur un intervalle quelconque:

Dans cette partie, a et b désignent soit un réel, soit +oo.

Théoréme:

Soit f une fonction définie sur ]a ; b[.

Si f est continue alors pour tout réel m strictement com-

pris entre lim f(x) et lim f(z), I’équation f(x)=m admet
T—a b
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au moins une solution dans ]a ; b[.

Corollaire:

Soit f une fonction définie sur ]a ; b[ et keR.
Si:

® f est continue sur }a g b[

® f est strictement monotone sur ]a ; b[

® m est compris entre les limites de f aux bornes de ] a; b[

alors il existe un réel c€ Ja;b[ tel que f(c) = m.

Exemple:
Soit f définie sur R par:

fz) = x4+ 2x+1
Remarquons: ® f(0)=1et lim f(z)=0

T—+00
2.3 42
® f'(x) =~ v <0
(23 +22+1)

On a:

® f est continue sur [() ; —|—oo[
® f est strictement décroissante sur [0 ; —&-oo[

® 0,1 est strictement compris entre les limites de f aux
bornes de [0;—1—00[

D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe un unique réel « tel que f(a)=0,1

E. Dichotomie:

€y
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Pour en savoir plus:
http ://chingatome.fr/r212
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