Proposition:

Pour tout réel z, on a:
® exp(—z) : ® exp(z) >0
exp(—x) = exp(x
P exp(z .

~

reuve:
On considére la fonction g dont 'image d’un nombre x est

donnée par la formule:
9(x) = exp(z)- exp(—1)
Cette fonction est dérivable sur R comme produit de deux

fonctions dérivable. La formule de dérivation d’un produit
permet d’obtenir ’expression de la fonction dérivée ¢’ :

g'(x) = exp'(z)- exp(—z) + exp(z)- [— exp’(—z)]
= exp’(x)-exp(—x) — exp(z)- exp’(—x)

De la propriété exp’ =exp, on déduit :

= exp(z)- exp(—x) — exp(x)-exp(—x) =0
La fonction g est donc constante. En remarquant que:
9(0) = exp(0)-exp(—0) = 1x1 =1

On en déduit que pour tout z€R, on a:

g(z) =1

On vient de montrer que:

® le produit exp(z)- exp(—x) ne s’annule jamais sur R: le
facteur exp(z) ne s’annule donc pas sur R.

® Plus précisemment, la fonction g est constante et égale

al:
gl) =1
exp(z)-exp(—z) =1
1
exp(—x) = p (@)

Proposition:
Pour tous nombres réels x et y, on a:

® exp (z+y) = exp(z) X exp(y)

exp(x)
exp(y)

® Pour tout entier relatif n: exp(n-z) = [exp(z)]

® exp (Jc—y) =

n

Preuve: ‘
® Soit a un réel quelconque. Considérons la fonction f
définie sur R par:

f(z) = exp(x+a)-exp(—x) La formule de dérivation
d’un produit permet d’obtenir I’expression de la fonc-
tion f’ dérivée de la fonction f:

f'(z) = exp(z+a)- exp(—z) + exp(z+a)- [— exp'(~z)]

= exp(xz+a)-exp(—z) — exp(z+a)-exp(—z) =0

On en déduit que la fonction f est une fonction con-
stante. De plus, on a:

f(0) = exp(0+a)- exp(—0) = exp(a)-1 = exp(a)
Ainsi, la fonction f vérifie pour tout x€R:

f(z) = exp(a)

exp(z+a)-exp(—x) = exp(a)

1
exp(z

exp(z+a)- ] = exp(a)

exp(z+a)- = exp(a)- exp(z)
® On a la relation suivante:
exp(z—y) = exp [z + (~y)] = exp(z)- exp(~y)
1 exp(x)
= =20 ) ~ )
® Considérons la propriété P,, définie pour tout entier na-
turel n par la relation:
Pn: “exp(n-z) = [exp(z)]

Ty

Montrons, & 'aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel
n:
e Initialisation:
Ona: exp(0-z) =exp(0)=1 ; [exp(x)]o =1
La propriété Py est vérifiée.
e Heérédité:
Supposons la propriété P,, vérifiée pour un entier na-
turel n quelconque. C’est a dire qu'on a ’hypothés
par récurrence:
n
exp(n-az) = [exp(w)]
On a:
exp [(n+1)-z] = exp [(n-z)-z] = exp(n-z)- exp(x)

n n+1

— [exp(@)]™ exp(z) = [exp(x)]
On vient d’établir que la propriété P, ;1 est réalisée.
» Conclusion:
La propriété P, est initialisée au rang 0 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A l'aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient détablir que la propriété P,
est vraie pour tout entier naturel n.
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