Compilation d’annales - Is - 2014

Correction 1 (Polynésie - Juin 2014)

1. Par les fonctions f et g, on a les images suivantes :
0
fO)=e"=1 ; g(0)=2e2-1=2x1-1=1

Le point de coordonnées (0;1) est un point commun des
courbes €} et €.

Déterminons que les tangentes au point d’abscisses 0 aux
courbes ¢y et ¢, ont méme coeflicient directeur :
® La fonction f admet pour dérivée f’ dont I’expression
est :
fl(z) = e®.
Le coefficient directeur de la tangente & la courbe ¢
a pour valeur :
0= =1
® [’expression de la fonction g est donnée sous la forme :
g(z) = 2¢% — 1
ou la fonction u est définie par :

u(x) :g ;

La formule de dérivation de la composée par la fonc-
tion exponentielle permet d’obtenir ’expression de la
fonction g :

N[

1 z
g (z) :2><§~e2 —0=e

Le coefficient directeur de la tangente a la courbe %,

a pour valeur :
0

g'(0)=e2 =1

Ces deux tangentes passe par le méme point de coordon-
nées (0;1) et ont sont donc confondues.
Elles ont pour équation réduite :

y=f'(0)(z—0)+ (0)

y=1lax+1
y=z+1
2. a. On a les limites suivantes :
xr
lim 22 =0 ; lim —z—2=+40c
T——00 T——00

On en déduit la limite suiyante :
lim h(z)= lim 2e2 —x—2=+0c0
TH>—00 TH>—00

b. On a les transformations algébriques suivante :

o 9.2 P

T
z z
1 e2 1 2 e2 2
= I —_ —_ = x- —_ - —
1 T T T T
2 2
On a les limites suiv%ntes :
2 2
lim z=+o00 ; lim 67:—1—00; lim —-1——-—=-1
400 r—+oo 400 T
2
On en déduit la limite : "
. . ez 2
lim A(z)= lm z| 5 —-1-—-] =400
x——+00 xr——400 et xX
2

c. En remarquant 'égalité : h(z)=g(z)—x—1
On obtient ’expression de la fonction A’ :
h(z) = e? 1
Déterminons le signe de la fonction A’ sur R :

La fonction logarithme est strictement croissante sur
R% :

z

In (e 2)>Inl

>0

N8 ~—

x>0
Ainsi, la fonction A’ admet le tableau de signe suivant :

T —00 0 400

W (x) - +

d. L’image du nombre 0 par la fonction h a pour valeur :
0
h(0)=2€2-0-2=2x1-0-2=2-2=0
On obtient le tableau de variation suivant :

T -00 0 +oo
+00 +oo
Variation \ /
de h
0

e. D’aprés le tableau de variation de la fonction précé-
dente, la fonction h admet pour minimum la valeur 0
pour x=0. On en déduit que la fonction h est positive

sur R :
h(z) >0
2¢7 —x—23>0
2'6% >x+2

f. Pour étudier la position relative de la courbe ¢ et A,
déterminons le signe de la différente :

(2e2 -1) = (- 1)
Or, d’aprés la question précédente, on a la comparai-
son : N
22 —-12zxz-1
x
(22 1) = (2-1) >0

On en déduit que la courbe % se situe au dessus de la
droite A.

3. a. On a le développement :
T 2 T\ 2 T
(6571> - (65) —2xe2 x1+12

ax L z z
=e72 —2e24+1=€e"—-2€2+1

b. Pour étudier la position relative des courbes 6 et ¢,
étudions le signe de la différence suivante :
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fle) = g(a) = e — (265 —1) = e —26% 41

D’aprés la question précédente :
z 2
= (62 — 1) >0
On en déduit que la courbe % se situe toujours sur R
au dessus de la courbe .

4. D’aprés la question précédente, la différence f(x)—g(x)
est positive sur [0 ; 1]. Ainsi, 'intégrale ci-dessous repré-
sente l'aire comprise entre les courbes & et € et les
droites d’équations respectives t=0et z=1:

1 T
/f dx—/ ez—<2~e§—1>dx
0
z 1 z 1
= [em — 2Xx2-e2 —|—x]0 = [ef” —4-e2 —|—x]0
1
= (61 —4-e2 + 1) - (60 —4-e2 +0)

1 1
=el —4e2+4+1—-144=ec—4e2 +4

Correction 2 (Métropole - Juin 2014)

Partie A

1. La fonction f; admet 'image suivante :
10)=0+e0=0+1=1
On en déduit que le point de coordonnées (0;1) est un
point de la courbe €.

2. Etudions les deux limites suivantes :
® Considérons la transformation algébrique suivante :

671‘
filw)=w+e = —a(-14+ )
-
On a les deux limites suivantes :
—X
lim —z=40c ; lim —1+€ = +00
T —00 T —00 —x
On en déduit la limite :
—x
lim fi(z) = lim f:c~(71+ ¢ ) = 400
TH—>+00 T>—+00 —x

® On a les deux limites suivantes :

Iim z=40c0 ; lim e *=0
x——+00 x——400

On en déduit la limite :
lim fi(z)= lm z+4+e* =+00
T——+00

T—+00
L’expression de la fonction f; est donnée sous la forme :
flz) =z + et
ou la fonction u est définie par :
u(z) =—z ; u(z)=-1

La formule de dérivation de la composée par la fonction
exponentielle permet d’obtenir I’expression de la fonction
fi:

filz) =1+ (2)e"® =14 (~1)e*=1—¢"

Etudions le signe de la fonction f7 :

f1( ) >

La fonction logarithme est strictement continue sur R :

ln( )\lnl

1n( )gln
<0
x>0

On obtient le tableau de signe suivant :

T —00 0 400

fi(x) - +

Partie B

1. a. Surlintervalle [0;1], la fonction f, est positive, on
en déduit que l'intégrale I,, représente ’aire definie
entre la courbe %, et ’axe des abscisses et comprise
entre les droites d’équations =0 et x=1.

b. Il semble qu’au fur et & mesure que la valeur de n aug-
mente, la courbe €, se rapproche de l'axe des abs-
cisses : ’aire comprise entre la courbe et ’axe des abs-
cisses diminue.

On peut conjecturer que la suite (I,) de nombres réels
est décroissante.

2. Etudions la différence :

1 1
= L= [ ere 0 do- [ rern)a
0 0

Par linéarité de l'intégrale :

1
_ / (33 + e—(77,+1)~z) _ (J,‘ =+ e—n-z) dz
0
1
_ / o= (n+1)-
0
1 e~ T
= —(n+)w (=
/0 e (1 e—(n+1)-m> dx
1
_ / e—(n+1)~m_(1 _ e—n'z—&-(n—&-l)m) dz
0

1
= / 67("+1)'z~(1 — em) dx
0

e " Tdx

Sur lintervalle [O ; 1}, on a la comparaison :
et >1
—ef < -1
1—¢e"<0

La fonction exponentielle est positive sur R :
e”(l — e“’) <ex0
eg”-(l — em) <0

Par la propriété de positivité de U'intégrale :

1
/ e“-(l — em) <0

0
In-i—l n < 0
In+1 < In

On en déduit que la suite (In) est décroissante.

De plus, (In) est une suite de nombres réels positifs : la
suite (In) est minorée par la valeur 0.

D’apreés les théorémes de convergence des suites mono-
tones, on en déduit que la suite (In) est convergente.

3. Effectuons le calcul de l'intégrale I,
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Correction 3

1 2 1 —n-x !
= [far- Len]!
1 1 1
_ (§X12_; nxl) _(ixoz_ﬁ'e n><0)
1 o1, 11 1
SR R TRty
On a les deux limites suivantes :
lim —e™=0 ; lim — =0
n—-+oo n n—-+oo n
On en déduit la limite :
lm I,= lim - —— _"—i—l:}
n— 400 ni— 400 n 2

(Pondichéry- Avril 2014)

Partie A

1.

3.

C’est la situation 1 qui représente la courbe %5 car :

® Dans la situation 2, la courbe %, est la représenta-
tion d’une fonction affine : sa primitive sera la fonction
carré. Or, la courbe %} n’est pas la représentation de
la fonction carré.

® Dans la situation 3, la courbe %) étant décroissante
sur ]—oo ; oz[, ou a~—0.5, la dérivée de la fonction f
doit étre négative. Or, f’ représenté par la courbe %5
proposée dans la situation 3 est positive sur cet inter-
valle.

D’aprés les données de I’énoncé :
® Le point A(0;2) appartient & la courbe €;. On en dé-
duit :
f(0)=2.
® Le point B(0;1) appartient & la courbe %3. On en dé-
duit :
f(0)y=1
Ainsi, la courbe €] admet pour tangente au point A qui
a pour abscisse 0 :

y=f'(0)(z—0)+£(0)
y=1(z—0)+2
y=x+2

a. On a vue que l'image de 0 par la fonction f vaut
2. Ainsi, les nombres a et b doivent vérifier I’équation

suivante :
f(0)=e+ax0+b
2=1+0b
b=2-1
b=1

b. Ainsi, 'expression de la fonction f est :

fx) =e*+ax+1 ouacR Ainsi, la fonction
f admet pour dérivée la fonction f’ dont 1’expression
est :

fllx)=—e"4a
Or, on a vu que f/(0)=1. Ainsi, le nombre a doit vé-
rifier ’équation :

f(0)=—-e"+a

l1=-1+a
a=1+1
a=2

4. D’aprés les question précédente, on a :

® fla)=e"+2x+1
o fl(a) = —e7+2
Résolvons l'inéquation :
f'(x) =0
—e 7 +

[\)

Ainsi, la fonction f/ admet pour tableau de signe :

—1n2 400

x —00
f'(z) - +

On en déduit :
® La fonction f est décroissante sur }—oo ; —ln2[;

® La fonction f est croissante sur ]—ln2 ; +oo[;

5. On a les limites suivantes :
lim e =0 ; lim 2x+1=+40c0

T——+00 TH—+o0

Ainsi, on en déduit la limite :

lim f(z)= lim e ?+2x+4+1=+c0
T——+00 T—400
Partie B

1. a. On a la transformation algébrique suivante :
gx)=flx)— (z+2)=(e*+22+1) — (z+2)
=e?"+2xr4+1l—x—-2=e""4+2x—-1
La fonction g admet pour dérivée la fonction ¢’ dont
I’expression est :
g(x)=—-e*+1
Résolvons I'inéquation suivante :
g'(z) 20

La fonction logarithme est croissante sur Ry :

In (—e’””) <Inl

-z <0
x>0
On a le tableau de signe :
T —00 0 +o0o
g'(x) - +

L’image de 0 par la fonction g a pour valeur :
9(0) = f(0) — (0+2) =2 -2 =10
Ainsi, la fonction g admet le tableau de variation :

x -00 0 —+00
Variation|
de f
0
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On en déduit que la fonction g admet 0 pour minimum.

b. La fonction g admettant la valeur 0 pour minimum, on
en déduit la comparaison suivante pour tout x€R :

g(x) =20
(x+2)>0
flz)=zz+2

On en déduit que la courbe %] est toujours au dessus
de la droite (A).

f(z) =

2. Le domaine considéré étant situé entre la courbe %7 et
la droite A, on en déduit que son aire est définie par
Iint’egrale :

[ [ a-icone

/ _L+2$+1—$—2d$:/ e 4+ x—1dx
2 -2

=

e? —

—(z+2)dx

L o

2
R f:z:] =—e?24+2-2+e2-2-2
2 -2

4 —4~3,25
Correction 4 (Amérique du Sud - Novembre 201/)
Partie A

1. a. L’expression de la fonction f est donnée sous la
forme du produit des fonctions u et v définies par :

1
u(z) =z + 1 v(z) = e 4
qui admettent pour dérivée :
u(z)=1 ; v (z)=—4e

La formule de dérivation d’un produit permet d’obte-
nir Pexpression de la fonction f’ :
f(@) = u'(z)v(z) + u(z)v'(z) + 0

= le™% 4 (:v + i)~(—4~674z)

= 6_4”3—4-(1‘—&—%)-6_4’3— T (1—4x—1)
= —4g-e "
b. On a le tableau de signe suivant :
T —00 0 2 400
— 4 + _ _
e 4w + + +
f'(x) -

On en déduit que la fonction f’ est négative sur [0 ; 2} .
La fonction f est décroissante sur [0 ; 2].
2. La fonction f étant décroissante sur [0 ; 2], on en déduit

qu’elle atteint son maximum en 0.

Ainsi, cherchons la condition pour qu’elle vérifie :

f(0)=1,5

(0+i)-e*4x0+b:g
f><1+b:g
3 1
b=35"1
)
b=1

Partie B
1. L’expression de la fonction F' est donnée sous la forme :
5
F(x) = u(x)v(x) + Vi

ou les fonctions u et v définies par :
z 1

uw)= -2 -2 vy =e
qui admettent pour dérivées :
u'(z) = 1 v(x) = —d-e” 4"

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
I’expression de la fonction F” :

F/(z) =/ ()olw) + u(w) /() + >

:eﬁpPl+@+1”+§

e for -

On vient de monter que la dérivée de la fonction F' est
la fonction f : ainsi, la fonction F' est une primitive de
la fonction f.

2. Chaque vantail mesure 2 métres de large et pour chaque
TE [0;2], Pexpression f(z)—0,05 est positive et définie
la hauteur du vantail au point d’abscisse x.

Ainsi, laire de chaque vantail est donnée par I'intégrale :

2 2
/0 F(z) — 0,05dz = {F(m) _ 0,05-33]0
= [(fg - 1)(““ + §x2 ~0,05%2]

173
_[<_g _ %).e—m n Zxo - o,osxo}

(oerg o)~ (D)« ey 2
20,2 5 ¢ 101

8 TR TR T

On a la valeur approchée :

/ f(z) — 0,05 ~ 2,52 m?
0

Partie C

1. L’abscisse du bord gauche de la planche 0 est 0.

Pour placer la planche k, donc la (k+1)¢, on a laissé sur
la gauche k planches mesurant 0,12 m avec k espace me-
surant 0,05 m.

Ainsi, labscisse du bord gauche de la planche k est
0,17xk.

Ainsi, de maniére générale, la planche k atteint une hau-
teur en partant du sol dont la valeur est f (0,17-k).

L’aire de cette planche est : 0,12x [f(O,l?-k) - 0,05}
0,12 £(0,17-k) — 0,006

2. Voici l'algorithme complété :
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Variables : Les nombres X et .S sont des nombres réels
Initialisation : On affecte & S la valeur 0
On affecte & X la valeur 0
Traitement : Tant que X+0,17<2
S prend la valeur S+0,12x f(X)—0,006
X prend la valeur X+0,17
Fin de Tant Que
Affichage On affiche S.

Correction 5  (Centres étrangers - Juin 2014)

Partie A

1. a. Pour montrer que la fonction f; est une fonction
de retouche, montrons qu’elle vérifie les quatre points
d’une fonction de retouche :
® £1(0) =4x0% —6x0%+3x0=0
® f1(1) =4x13—-6x12+3x1=4-6+3=1
® La fonction f; est un polynéme qui est définie et

continue sur R.

® La fonction f; admet pour dérivée :
fi(z) = 4x32% — 6x2z + 3 = 1222 — 12.2 + 3
Le polynéme 12-22—12x+4+3 admet pour discrimi-

nant :
A=b%—4dac=(-12)% — 4x12x3
=144 —-144=0
b —12 1
1 1 iculiere : —— = — D)
On a la valeur particuliere 2-a 2x12 2

Le discriminant étant nul, on en déduit que ce poly-
nome a le méme signe suivant sur [0 ; 1] :

T 0 % +o00

fi(x) + +

On en déduit que la fonction f; est croissante sur
[0;1].
Ainsi, la fonction f; est une fonction de retouche.
b. On trace la droite d’équation y=u= :

4 ,°

1 (gﬁ

051

al R\\\\\\\\ .
y OE\\\\\\\\\

Graphiquement I'inéquation f;(z)<z a pour solution
I'intervalle [0,5 ; 1]. Ainsi, sur cet intervalle, la valeur
donnée par la retouche est inférieure a la valeur ini-

tiale, or la valeur la plus claire est la plus petite.

Ainsi :

® Pour des pixels dont la nuance est comprise entre
[0;0,5] la fonction f; de retouche assombrie la
nuance;

® Pour des pixels dont la nuance est comprise entre
[0,5 ; 1] la fonction f; de retouche éclaircie la nuance.

2. a. L’expression de la fonction g est donnée sous la
forme :
g(z) = fo(z) —z =In[u(z)] —
ou la fonction u est définie par :
uz)=1+(—1)z ; uw(r)=ec—1
La formule de dérivation de la composée d’une fonction
par la fonction logarithme permet d’obtenir ’expres-
sion de la fonction ¢’ :
u'(z) e—1
!/
= — — 1 = —-—
g'(®) u(x) 1+(e—1)x
e—1-1[1+(e—1)x]
1+(e—-1)x
e—1—-1—(e—1)x (e—2)—(e—1)x
1+(e—1)=x 14 (e—1)z
De la valeur approchée e—1~1,72, on en déduit que
le signe de ¢’ ne dépend que de son numérateur. Etu-
dions le signe du numérateur :
(e—=2)—(e—1)xz>0
—(e=1)z>=—-(e—2)
Le nombre —(e—1) étant négatif :
—(e—2)

1

g - 7
SRRy
< e—2
HARSS
e—1
e—2
On a la valeur approchée : 1 ~0,418
e—
On en déduit le tableau de signe suivant :
-2
x 0 = 400
e—1
g'(x) + -

On a les images suivantes par la fonction g :
® g(0)=f2(0)—0=0-0=0

® g(l)=fo(1)—-1=1-1=0
Ainsi, la fonction g admet le tableau de variation ci-

dessous :
x 0 e—? 1
0,12
Variation / \
de g
0 0

D’aprés le tableau de variation, la fonction g admet un

. . €—
maximum atteint en 1

b. Effectuons deux raisonnements similaires :
® Sur l'intervalle [O; %} :
e—
On a les deux images des bornes de I'intervalle :
e—2
= ; — ) ~0,12
JO=0 : f(5)~0.

De plus :
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6—2}
e—1

= La fonction g est strictement croissante sur

UF=i

> le nombre 0,05 est compris entre les images par
e—2
la fonction g aux bornes de l'intervalle [O ; —} .

= La fonction g est continue sur [O;

D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs inter-
médiaires, il existe une unique solution « sur 'inter-

valle [O; %} tel que :

g(a) = 0,05.

-2
® Sur l'intervalle {e—l ; 1} :
e—
On a les deux images aux bornes de l'intervalle :

g(i—i)z(),l? . g(1)=0

De plus, on a :

. . e—2
© ¢ est continue sur 'intervalle {—1 ; 1}
e—

e g est strictement décroissante sur l’intervalle

e—2

=Y

e—1
> le nombre 0,05 est compris entre les images par

-2
la fonction g aux bornes de l'intervalle [e—l ; 1] .

D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs inter-
médiaires, il existe une unique solution § sur inter-

e—2
valle [6—71 ; 1] tel que :
g9(B) = 0,05.

De plus, de 'appartenance des deux nombres a et 5 a
des sous intervalles de [0 ; 1], on en déduit que a< .

Partie B

1. Le compteur c s’initialise avec la valeur 0 et s’incrémente
chaque fois que la ‘f(:c)—x| est supérieur a 0,05.
Cet algorithme compte donc le nombre de nuances qui se-
ront retouchées et dont la modification sera perceptible.

2. D’apreés le tableau de variation de la question A. 2. b. et
les solutions de I’équation fs(x) —2 = 0,05 de la question
A. 2. c.,linéquation fo(x)—x >0,05 a pour ensemble de
solution [a ; ﬁ] .

Ainsi, seule les nuances ayant une valeur comprise entre
0,09 et 0,85 auront une modification perceptible : on
compte au total 77 nuances.

L’algorithme renverra la valeur 77.
Partie C
1. a. La fonction f3 admet l’expression suivante :
fa(z) = %x?me(ﬁ*l)
Considérons la fonction w définie par :

wr)=22-1 ; d(z) =2z
On a ainsi 'expression suivante de la fonction f3 :

o) = g xud (a)en®

Effectuons le calcul de Ay, :
1 1q 1 1
/ fa(x)dx = / —xu/(z)-e*®) dx = {f~e“(m)}
0 0 2 2
1

1 1 1
Sl 2 0Pl 20—,
2 2 2 2 2

b. Effectuons le calcul de Ay, :

1 1 60
dx = 4r — 15+ ——d
/Of4(96) T /0 x + — 2

x
1 1
(x+4)2 )} 0
[2-0% — 15z + 60-In( + 4)]
= [2x12—15x1460-In(1+4)] —[2x02—15x0—60-In(0+4)]

1
- {4><§-9c2 — 15xz + 60 (—

2—15+60-ln5—601n4:2—15+60~lng

5
—13+60-1In -
+ n4

2. On a les deux valeurs approchées suivantes :
Ap ~0,316 ; Ay, ~ 0,389

On en déduit la comparaison :

'Afs <"44104

Ainsi, c’est la fonction de retouche f3 qui éclaircie le plus
une image.

Correction 6  (Asie - Juin 2014)

1. Les fonctions f,, semblent positive sur l'intervalle [O ; 1].
Ainsi, 'intégrale I,, définit I'aire comprise entre I’axe des
abscisses, la courbe %%, et les droites d’équations z=0
et x=1.

De plus, on observe que les courbes des fonctions %, sont
placés les unes au dessus des autres. Ainsi, les aires défi-
nies par ces courbes doivent croitre en fonction de n : on
peut conjecturer que la suite (In) est une suite croissante
de nombres.

Toutes les courbes sont contenues dans un carré de coté
1 : ainsi, les valeurs de (In) sont majorées par 1.

On peut conjecturer que la suite (In) est convergente.

2. L’expression de la fonction f peut s’exprimer par :

1 u'(x)
filw) = L+z ()
ou la fonction u est définie par :
ulz)=z+1 ; u(z)=1

On en déduit I'expression d’une primitive F; de la fonc-
tion fi :
Fi(z) = In [u(z)] = In(z+1)

Ainsi, on a le calcul de l'intégrale I :
1
I :/ fi(z)dz = [Fl(x)}(l) = [ln(x—&—l)](l)
0
= In(141) — In(04+1) = In(2) — In(1) = In2

3. a. Pour tout entier naturel n non-nul, on a la compa-
raison suivante pour tout réel x € [O ; 1] :
z" >0
1+z">1
La fonction inverse est décroissante sur R :
1 1
< —

14z 1

b. Pour tout entier naturel n non-nul et pour tout réel
TE [0 ; 1}, on a la comparaison :
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1 < 7. Des questions 3. a. et 4., on obtient I’encadrement sui-
L+an vant pour tout nombre réel z € [0;1] :
Par la propriété de positivité de 'intégrale : 1_an < <1
| 1 14z
/0 14z dz < /0 ldz Par la propriété de positivité de U'intégrale :
L 1 1y 1
I, < [z], / 1fx”dx</ dxi/ 1dz
0 o 1+a" 0
I,<1-0 1
L <1 o (],
4. Soit n un entier naturel non-nul. Etudions la différence : 1
n n - < I, <1-0
1+an 1+an 1
o T 1- < I, <1
12_($n) -1 1_1,271_1 _xZn n+1
- 1+2n T T 1xan 14 On a les deux limites suivantes :
Sur l'intervalle [O ; 1], on a la comparaison : mgr}rloc 1= n+1 =1 ml—l)g}oo 1=1
2n
-z <0 D’aprés le théoréme des gendarmes, on en déduit la li-
14z mite suivante :
1 i =1.
(1 _ .’17”) _ < 0 ml_l}_'r_loo In 1
1+ 2n
1 8. a. Voici le tableau complété :
1—2" < -
1+a k x I
5. On a le calcul intégral suivant : 1
1 1 1 0 g 0,2
/ (1-a")dz = [a: - 740”*1}
0 n + 1 0 1
1 — 0,3
1 1 1 )
— (1_7X1n+1) —(0—7X0”+1) =-1— 10
n+1 n+1 n+1
2 1 0,34
6. Etudions la différence : 25 ’
1 1
Ly — I, = / frt1(z)de — / fn(x)de L
o o 3 =0 0,36
Par la propriété de linéarité de I'intégrale : 1
/1f (&) - ful2)d /1 ! L g ' 85 b7
= nt1(x) — fo(x)de = — x
0 +1 0 1 + :En'H 1 + x™
b. Cette algorithme présente la méthode d’approximation
! 1+ 2" 14 2" t!
- / _ dz d’une surface par pavage de rectangle : appelé égale-
o (L+amt)(I+am) (1+am)(1+antt) ment méthode des rectangles ou intégrale de Riemann.
1 ny _ n+1
= / (1 T ) (1 T ) dz Correction 7| (Pondichéry - Avril 2014)
o @ra)(ire)
) . ) . 1. On a le module :
~ [ iaa = | ey de ’3+¢§-’_ )+ (L) - /2.2
o (1+27)(l+amtt) o (L+am)(l+amtt) 1TV 1) “V16 16
1 n
- [t IV ERN e
o (1+a7)(1+anth) =V ~Vi~ 3
Or, dans chacun des facteurs de ’expression : Ainsi, le nombre complexe admet pour expression :
2" (1—z) 3 V3 . V3 V31
(14+27) (14+2n+1) it 7(7 §'Z>
est positif. On en déduit la comparaison suivante sur \/§ . . \/§ o
[0§1]3 :—-(cosf—l—cosf-z):—-e 6
n 2 6 6 2
T (1 - x) 0
(1+an) (1 +an+?) = 2. a. La définition de la suite (r,) donne pour les mo-
dules :
Par la propriété de positivité de 'intégrale : e
In+1 - In 2 0
In+1 2 In
Ainsi, la suite (In) est une suite croissante.
D’aprés le théoréme de convergence des suites mono-
tones, on en déduit que la suite (I,L) est convergente.
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= (3 ﬁ)
4 4

sl = |G+ )

3 3.
o=+ 54

Zn

Tn+1 = ‘T'n

2
On vient de montrer que la suite (rn) est une suite

P . 3
géométrique de raison =B

On a:
zo=1 — ’Zo’zl = rg=1

Ainsi, la suite (rn) est une suite géométrique de pre-

mier terme 1 et de raison 73 Le terme de rang n, on
a:
rnlx(\/§)7l(\/§>71/
2 2

Le module du complexe z,, représente la distance OA,,.

3
Du fait que 0< \2/ <1, on a la limite :

i ()" =0

On en déduit la limite :  lim OA,, = 0.

n+——+o0o

a. Voici un tableau affichant les valeurs des variables
pendant I'exécution de la boucle Tant que :

Initiali- |Boycle 1|Boucle 2|Boucle 3|Boucle 4|Boucle 5
sation

1 0,865 0,75 0,650 0,562 0,487

0 1 2 3 4 5

Ainsi, la valeur affichée par 'algorithme sera la valeur
5.

Cet algorithme permet d’afficher le rang du premier
terme de la suite (rn) passant sous la valeur P.
Ainsi, il affiche le rang du premier point A,, se trouvant
dans le disque de centre O et de rayon P.

a. Etudions le quotient :

e (B4 B -G

n — Zn4l 4 4 _ 4
IR TS O ER (FE
Gty g L
el 3l 3
— V3 (1-V34)-(3- V34)
):

_ (
3434 (341/34)-(3—V/34)
3—V3i-3v3i+ (V3)® 3-(3+/3)i—3

943 o 12
(3+3)i 3+ \/§~ei%
12 12

On en déduit la valeur de ’argument de ce quotient :

Zn T Zn+1 )

arg (
00— Zn41

2
(m%An-&-lAn) =2

b. Pour que le point A,, appartiennent & ’axe des ordon-
nées, il est nécessaire que I'argument du complexe z,
ait pour expressmn

argzn—2+k7r argzn——g—i—kw
Tow T 7r
ne = §—|—k’7r n~6——§+k7r
n 1 n 1
62" 6= 2tk
n:6><< +I<:) n:6><(—f—|—k)
n=3+6k n=-3+6%k

On obtient ’ensemble des entiers naturel n tels que
A,, appartiennent & I’axe des ordonnées :
§={3;6;9;12...}

c. Voici la figure complétée :

A

Ay
A1

As

Ao

A7
AS 14 9

Correction 8 (Antilles-Guyanne - Septembre 2014)
1. On al'image :

F(=14i/3) = (<1 +iv/3) +2:(=1+i-/3) +9
= [(~1)% + 2x(~1)xi-v/3 + (i-v/3)%] =2+ 2:0-v/3+ 9
=1-2y3i-3-2+2i/34+9=5

2. Reésolvons I'équation :
f(z)=5
22+22+9=5
22+22+49-5=0
2242244=0

Le polyndéme z2+2-z+4 admet pour discriminant :

A=0b—4ac=2%—4xIxd=4—-16=—12

On a la simplification :

V-A=V12=2/3

Le discriminant étant strictement négatif, cette équation
admet les deux solutions complexes suivantes :
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= 2-a 2= 2-a
—2-24/34 —242/34
- 2x1 - 2x1

2:(~1 — \/3.4) 2:(—1+ 1/34)

[
!

N

|

@

[

|

_

+

% N

2 2 2 2
=2 [cos(—Q—W)—l—i-sin(—?)} =2 [cos(%)—i—zﬁsin(?)}
— 9 =2e "3

3. Considérons ’équation :
flz) =2
22+224+9=2\
2+22+(9-X) =0
Le polynéme du membre de gauche a pour discriminant :
A= —4ac=22—-4x1-(9—X) =4—-36+4-A
= —-32+4+4-)
Ce polynome admettra deux racines complexes conju-
guées si son discriminant est strictement négatif :
A <O
-324+42<0
4-X < 32

32
A< 22
<4

A <8

Ainsi, il faut que la valeur de X est strictement inférieur a
8 pour que l’équation f(z) =\ admettent deux solutions
complexes conjugués.

4. Soit z un nombre complexe. On a les équivalences sui-
vantes :
M appartient & (F) <> |f(z) — 8’ =3

= |[(2+22+9) -8 =3 |2 +22+1| =3

<:>’(z+1)2‘:3<:>|z+1\2:3

<:>|Z—(—1)|:\/§<:>‘ZM—ZQ|:\/§
— QM = /3

Ainsi, 'ensemble (F') est le cercle de centre ) et de rayon
V3.

5. a. L’image f(z) admet pour expression :
f(z)=(z+ i-y)2 +2-(z+iy)+9
— 22+ 2zyei+ (iy)” + 20 + 290 + 9
=22+ 2xyi—y> + 22 +2yi+9
= (22 —y* + 2.0 +9) +i-(2zy + 2y)

b. Pour que f(z) soit un nombre réel, il est nécessaire que
sa partie imaginaire soit nulle. Etudions I’équation sui-

vante :
2y+2y=0
2y-(z+1) =0

Dans C, un produit est nul si, et seulement si, au moins
un de ses facteurs est nul :

29y=0
y=0
Etudions ces deux cas :
® [’ensemble des nombres vérifiant y=0 représente
l'axe des abscisses.

r+1=0
r=-1

® [’ensemble des nombres vérifiant x =1 est une droite
verticale.

6. Soit z un point appartenant a 'ensemble (F), on a :
2= (-1 = V3
|z + 1|2 =3
Notons z=x+i-y 'écriture algébrique de z :
((z+iy) +1° =3
[(z+1)+iy|" =3
(z+1)+y*=3
2 +2x+14+9y2=3
Déterminons les coordonnées des points d’intersection de
(F) avec les deux droites Dy et D5 :
® Siz=-1:
2 +2x+1+9y2=3
(-1)2+2x(-1)+1+y>=3
1-2+1+¢y%=3

2
y"=3
Les deux points d’intersection avec cette droite ont
pour affixe :
s=—1+434 ; z=-1-+/34
® Siy=0:

2 +22+14+02=3
22422 +1-3=0
22422 -2=0
Ce polyndéme a pour discriminant :
A=b—4dac=2%—4x1x(-2)=4+8=12

VA=V12=2V3

Le discriminant étant strictement positif, on a les deux

racines réelles :
b VA bt V/A

r3 = ——"— Ty =

On a la simplification :

2-a 2-a
2-2/3 2423
- 2x1 - 2x1

2.(—1—/3) 2-(~1+/3)

2

2
=-1-4/3 ——1+3

Voici les affixes des deux points d’intersection de I’en-
semble (F) avec la droite Dy :

Z3=—1—\/§ ; z4:—1—|—\/§
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Correction 9 (Métropole - Juin 2014)

1. Le polynéme Z2+4-Z+416 admet pour discriminant :
A=b—4dac=4%>—-4x1x16 =16 — 64 = —48

On a la simplification : \/—A = \/Z = 4-\/§

Le discriminant étant strictement négatif, ce polynome
admet les deux racines complexes suivantes :

—b—i\/—A —b+i/=A
zZ1 = 27 29 = 27
a a
 —4—i4v/3  —4+idy3
- 2x1 - 2x1
_2:(-2-102/3) _2:(-2+102V/3)
=== =Ty
=-2-i2/3 = 24123

Ainsi, cette équation admet pour ensemble de solutions :

S={-2-i2/3; —2-i2/3}

2. D’aprés la définition de a, on a :
Ainsi, on a :

I
a=2e" 3

a? = (2~ei%)2 = 4~ei‘2?7r

Il
>
—

(@]

[}

0
/~
—

_l_

~
w0
=
=
/N
[\)
—
[E—
I
>~
|

N | =

_l’_

~
|

w
N——

= —2+i2y/3

Le nombre complexe a admet pour écriture algébrique :
. T Vs
a=2¢e"3 =2 [cos (7> + 1-sin (7)}
3 3

- 2-<1+i-\/§> =1+i/3

2 2
Considérons I’équation suivante :
2= —2+42i/3

2% =a?

22 —a?=0
(z+a)(z—a) =0
Un produit est nul si, et seulement si au moins un de ses
facteurs est nul :

z—a=20
z=a

Z:—(1+i'\/§) z=14i+/3

z=-1-— Z\/§
Ainsi, cette équation admet pour ensemble de solutions :

S={-1-i-y/3; 14+/3}

3. Considérons les deux écritures algébriques des nombres
complexes z; et 25 :
zn=xz+iy ; zo=a +ivy
® FEtudions les deux membres de ’égalité :
& Z122 = (z+iy) (¢ +iy)

=22 tiay +iay+ityy
(x~:c’ — y-y’) + z(xy’ + x’~y)
(z-2' —yy) —i-(zy +2'y)

= (za' —yy) +i(—wy — ')
& 717 = (v +iy) (2" + i)

= (¢ —iy)-(a =iy
— x.xl — i.x.y/ . Z’.x/.y + iQ.y.y/
On vient d’établir I'égalité : Zzi12z3 =21 - z2
® Considérons la propriété P,, définie pour tout entier
naturel n par la relation :
Pn . LLW — zTL”
Montrons a ’aide d’un raisonnement par récurrence
que la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel

n non-nul.
> Initialisation :
Ona: z2!=%z ; z'l=32

On vient de montrer que la propriété P; est vraie.
> Hérédité :
Supposons que la propriété P,, est vraie pour un en-
tier naturel n non-nul quelconque. C’est a dire qu’on
a I’hypothése de récurrence suivante :
2 =z"

On a les transformations algébriques suivantes :

Zn+1 =N .z
D’aprés la propriété précédente :
=2"-Z
D’aprés ’hypothése de récurrence :
=z".z=7z""
On vient d’établir que la propriété P,, est vraie.
» Conclusion :
La propriété P, est initialisée au rang 1 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A l'aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient d’établir que la propriété
P, est vraie pour tout entier naturel n non-nul.

4. Soit z une solution de I’équation (F). On a :
22+ 422 +16=0

Etudions I'expression suivante :
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(2)" +4-(2)° + 16
A Taide de la seconde propriété de la question 3. :
=21 +422+16
A Taide de la premiére propriété de la question 3. :
=24 4+422 416
Le nombre 16 étant réel : 16 = 16
=204+ 422 4+ 16 =21 +422+16
Le complexe z est solution de (E) :
=0=0
Alinsi, Z est une solution de (E).

Montrons que a et —a sont deux solutions de ’équation
(E) : 2
® o'+ 40 +16 = (a®)” + 4-a® + 16
= (=2+20-v/3)° +4-(-2+240/3) + 16
D’aprés la question 1. :
=0
o (—a)* +4(—a)? +16 = [(—a)?]” + 4-(~a)® + 16
= (=24 20-v/3)" +4-(-2+20/3) + 16
D’aprés la question 1. :
=0
D’aprés la propriété montrée en début de cette question,
les conjugués de ces nombres complexes sont également

solutions de Péquation (F); on obtient deux nouvelles
solutions de 'équation (E) :

® G=-2+2i+/3=-2-2i3
® —a=—(—2+2i/3)=2-2i/3=2+2i/3
Voici 'ensemble des solutions de I’équation (F) :

S={-2-2i\/3; —242:i-\/3;2-2i-\/3; 242:i-\/3}

(Polynésie - Juin 2014)

Correction 10
1. Voici les valeurs des trois premiers termes de la suite :
L] ug = 0
® ’LL1:U0+2XO+2:0+2:2
® us=u; +2x14+2=2424+2=6
2. L’algorithme 1 ne permet pas d’obtenir les termes de la
suite (un) car lors de la premiére exécution de l'instruc-

tion dans la boucle, la variable u va prendre la valeur :
u=04+2x142=2+2=4

Ce qui ne correspond pas au terme de rang 1 de la suite
(un).

3. a. On peut conjecturer que la suite (uy,) est croissante.
Pour établir cette conjecture, étudions la différence
suivante :

Upt1 — Up = (un+2~n+2) — Uy =2N+2
n étant un entier naturel, on a :
2n+4+22>20
Up41 — Uy =0
Up+1 > 0
On en déduit que la suite (un) est croissante.

b. En utilisant les trois premiers termes de la suite (un) :

up=0 ax0? + bx0 + =0 c=0
{U1=2:> a><12+b><1+c—2:>{ a+b+c=2
u2=6 ax22 + bx2 + c=6 4-a+2:b+ =6
c=0 c=0
_— a+b=2 — ! 4-a+4b=8
4-a + 2-b=6 4-a + 2-b=6

Par soustraction de la seconde ligne par la troisiéme,
on obtient :
(4-a+4-b) — (4a+2b) =8—6

2:b=2
b=1
De la seconde équation, on en déduit la valeur de a :
a+b=2
a+1=2
a=1

Ainsi, dans le cadre de cette conjecture, le terme de
rang n s’écrit :
Uy = n?+n

4. a. Ona:
Up = Unt1 — Up = (un—|—2~n+2) — Uy =2Nn+2
Cette forme est celle d’une suite arithmétique de pre-
mier terme 2 et de raison 2.

b. La formule de la somme des termes d’une suite arith-

métique permet d’écrire :
n
. 1
PR S UESDIES)

2

k=0
[(2x0+2) + (2xn +2)]-(n+1)

2
(2n+4)-(n+1) _ 2:(n+2)-(n+1) =(n+2)(n+1)

2 2
c. Considérons la propriété P,, définie pour tout entier
naturel n par la relation :
Pp: “Sp= Un+1 — ug”

Montrons, & ’aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel
n.
® Initialisation :
On a:
So=wo ;
La propriété Py est vraie.
® Hérédité :
Supposons la propriété P, vraie pour un entier na-
turel n quelconque. C’est & dire qu’on a ’hypothése
par récurrence :

Uo4+1 — Up = UL — U = Vo

Sy = Un+1 — U

Etudions I'expression :
n+1

n
Sny1 = ka = (wa) + Upy1
k=0 k=0
D’aprés ’hypothése de récurrence :

= (Un+1 - Uo) + Unt1

= Up+1 — U + (Un+2 - Un+1) = Up42 — U
On vient d’établir que la propriété P,,41 est vraie.

¢ Conclusion :
La propriété P,, est initialisée au rang 0 et elle véri-
fie la propriété d’hérédité. Ainsi, on vient d’établir, a
I’aide d’un raisonnement par récurrence, que la pro-
priété P, est vraie pour tout entier naturel n.

De la propriété précédente, on a pour tout entier na-
turel n non-nul :
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Sn—l = Un — U
n(n+1)=wu,—0
U, =n-(n+1)

Cette expression a été établie pour tout entier naturel
n non-nul. Montrons qu’elle est également vraie pour
n=0:

up=0 ; 0(04+1)=0x1=0
Ainsi, pour tout entier naturel n, on a :

Uy = N~ (n + 1)

Correction 11 (Métropole - Septembre 2014)

1. a. La quantité de médicament baisse de 20 % par mi-
nutes. Or, une réduction de 20% est associée a une
coefficient multiplicateur de 0,8.

On en déduit que la suite (un) est une suite géomé-
trique de premier terme 10 et de raison 0,8.

b. Les termes d’une suite géométrique s’expriment expli-
citement en foncion de leur rang n par la formule :
Up = up - q"
= 10x0,8™
¢. 1% de 10m# représente 0,1£. Considérons 'inéqua-
tion :
U, < 0,1
10x0,8™ < 0,1
0,1

08" < 75

0,8™ < 0,01
La fonction logarithme est croissante sur R :
In (0,8") <In (0,01)
n-1ln (0,8) <In (0,01)
De 0,8<1, le nombre In 0,8 est négatif :
In (0,01)
n>——=* ~20,6
In (0,8)

n = 21 min
Ainsi, c’est a partir de 21 minutes que la concentration
du produit initial atteint 1 %.

2. a. Voici le tableau complété :

n | 0 1 2 | 3] 4| 5 | 6 7
ve | 10 | 8 | 64 |5,12]8,10]6,48 | 518 | 815

n| 8 | 9 | 10| 11| 12| 13| 14] 15
vn | 6,52 | 5,21 | 8,17 | 6,54 | 5,23 | 8,18 | 6,55 | 5,24

b. Au bout de 15 minutes :
® on a injecté les 10 m/{ initiaux;

® et on a rajouté quatre fois la quantité supplémentaire
de 4m/.

Ainsi, au bout de 15 minutes le patient a regu 26 m¢
de produit en injection.

c. Voici 'algorithme recherché :

Variables : n est un entier naturel
v est un nombre réel.
Initialisation : Affecter & v la valeur 10.

Traitement : Pour n allant de 1 & 30
Affecter a v la valeur 0,8 xv.
Si v<6 alors affecter a v la valeur v+2
Afficher v
Fin de boucle

3. a. La quantité présente dans le sang diminue de 20 %
par minute. Cette réduction est associée a un coeffi-
cient multiplicateur de 0,8.
Ainsi, de la quantité w, qu’il avait a un instant, il ne
lui en restera que 0,8-w,, la minute suivante.
Or, rajoutant & chaque minute 1m#, la nouvelle quan-
tité w,41 aura pour valeur :

wy, = 0,8w, +1

b. Etudions le quotient suivant :

Znp1 Wy —5 (08w, +1) -5 08w, —4
2n  Wp—5 Wy — D T ow,—5
4
B O)8'(wn - 078> B 078.(wn — 5) _ O 8
o Wy, — 5 T ow, =5

On en déduit que la suite (zn) est une suite géomé-
trique de raison 0,8.
Le premier terme de la suite (zn) a pour valeur :
20:w0—5:10—5:5
c. La suite (zn) est une suite géométrique de premier
terme 5 et de raison 0,8. On en déduit 'expression de
la valeur du terme de rang n :
zn = Hx0,8"
D’aprés la définition des termes de la suite (zn) :
Zn = Wy, — D
5x0,8" =w, — 5
w, = 5x0,8" +5

d. De 'encadrement 0<0,8<1, on en déduit :

lim 0,8" =0
n+— 400
On en déduit la limite :
lim w, = lim 5x0,8"+4+5=5

n——+oo n+—r—+oo
On peut donc en conclure qu’avec ce dispostif, le pa-
tient verra la quantité de médicament dans le sens se

stabiliser vers une quantité de 5 m/.

Correction 12

(Métropole - Juin 2014)

1. a. Le point D a pour coordonnées :
D (0 ;05 1)
On a les coordonnées des deux points suivants :
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d.

€.

B(1;0;0) ; C(0;1;0)
Le point F étant le milieu du segment [BC], on en dé-
duit :

F(QCB-FxC_yB"‘yC_ZB-’-ZC) _ <1.1.0>

2 ' 2 ’ 2 272’
H . .
Le vecteur DI est un vecteur directeur de la droite
(DEE> et a pour coordonnées :

DF(xp—xp;Yr—Yp; 2F—2D)

_ (1 01 0:0-1)= L 1
T\2 T2 7 “\2727

La droite (DF) admet pour représentation paramé-
trique :

O+1t
T = —-
2
. 1

(DF) : y:OJr?t teR
z=1—- t

—
Le vecteur DF est un vecteur normal au plan P. Ainsi,
le plan P a une équation cartésienne de la forme :

Le point A appartenant au plan P, on en déduit que ses
coordonnées vérifient ’équation cartésienne du plan
P
1 1
§-xA+§-yA —za+d=0
1 1
§><0+§><0—0+d—0

0+d=0

d=0

Le plan P a pour équation :
1

§-x—|—§-y—z=0

Considérons M un point d’intersection de la droite

(DF) avec le plan P.

® Le point M appartenant a la droite (DF'), on en dé-
duit I'existence d’un réel ¢ tel que :

M <1ot; 1~75; 1t>
2 72

® Le point M appartient au plan P, ses coordonnées
vérifient I’équation du plan :

1)+ 3G -0 -0

1t+1t 1+t=0
4 4 o
3
Zt—1=0
2
3
Zt=1
2
t_2
3

Ainsi, le point M a pour coordonnées :

y L2y _ (L1t
2323 3 33 3

On a les coordonnées des deux vecteurs :
—
® HE (xp — TH;YE — YH; 2E — 2H)

E(
Lol do-l)o(hold
2 3’ ’ 3/ \6” 3 3

YH ;2G — ZH)

o 3’2 3’ 3)

® HG(xq¢ —rH;yc —

On a le produit scalaire :

— = ] 1 1\ 1 1 1

- L)+ () (3D
¢ 6 3 + 3 6jL 3 3
1 1 1
"5 sty

On en déduit que les vecteur HE et HG sont ortho-
gonaux : 'angle EHG est un angle droit.

2. a. Le point M appartenant a la droite (DF'), on en dé-
duit I'existence d’un réel ¢ tel que :

M 1~t;1~t;17t
2 72

Ainsi, on a :
ME? = (zp — HTM)Q + (ye — yM)2 + (28 — 2m)

,0 @—50‘+W—0—N2

1 1 2 1 2 2
9%~ w¢+1t)+zt+1—%+t

2

S B
T2 2 4

b. Déterminons la valeur de MG? :
MG? = (z¢ — »TM)2 + (ya — yM)2 + (2¢ — ZM)2

-
(-

1 \2 1 1 \2 2
__@—20-+Q—2ﬂ +[0—(1—1)]
:]#2+(1—2x1x}t+7tﬂ—%1—2t+ﬁ

4 4 2 2 4
= §-t2 — §'t + §
2 2 4
Ainsi, pour tout réel ¢, on a I'égalité :
M E2 MG?
Les deux nombres M E et MG étant positif :
ME =MG
On en déduit que le triangle M GE est un triangle iso-
céle.
Notons I le milieu du segment [E'G] qui a pour coor-
données :
I(JJE-HBG YE T+ Ya ZE+ZG)
2 ' 2 ’ 2

1 1
_ (2t %5 oto) (11
B 2 72 o2 | \474]
Le triangle M EG étant isocéle en M, on en déduit :

® (MI) est la hauteur issue de M dans le triangle
MEG : le triangle M E1T est rectangle en [.

® (MT) est la bissectrice de 'angle EMT :
EMI=2
2

® On a:
EIZ\/
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Correction 13

Dans le triangle M ET rectangle en I, on a le rapport
trigonométrique suivant :

Rl
inEMI = ——
St EM
ME-sin EMI = EI
o 1
ME-sin (f) -
2 212

a est la mesure d’un angle du triangle EM H : sa me-

sure appartient a 'intervalle [O ; 77]. On en déduit :
o m
2]
2 2

Or, la fonction sin est strictement croissante sur

s
03]
On en déduit l'assertion : « est maximale, si et seule-

. « .
ment si, sin (§> est maximal.

Démontrons la seconde équivalence :

® Notons « la valeur maximale de « et respectivement
My et M la position du point associée & chacun de
ces angles :

N
S

N e
(&7))
S5

o[ R o

. . . 7T
La fonction sinus est croissante sur {O ; f] :

0 < sin (%) < sin (%)
La fonction inverse est décroissante sur R :
1 S 1
. [\ T . Qg
sin (5) sin (?)
1 o 1 S 1 o 1
() T ()
ME > MyFE
La fonction carré est croissante sur R :
ME? > MyE?

On en déduit que la distance MyE? est alors mini-
male.

® La réciproque est immeédiate.

3 5 5
d. Or, le polynéme §~t2—§-t+f est du second degré et
son coefficient du second degré positif. Il admet un mi-
nimum atteint pour la valeur de #g :

P T T
2-a 2Xg 3 6

Ainsi, la mesure a de 'angle EMG est maximale pour
le point M{ définie par :

1 1 1 51 5 )
My =to; =-to;1— =|=-x=z;=x=;1—=
0<2to,2t0, t0> (2X6’2X6’ 6)

_ (5.5 1
“\1271276

(Métropole - Septembre 2014)

On a les coordonnées suivantes des vecteurs :

—
® AB(xp —2A;YB —YA;2B — 2A)

- (1—1; 3—(—\/3);0—0) = (0;2\/§;0)

—
® DA(xA—2p;Ya —YDi%A — ZD)

= (1-0;-v3-0;0-2v2) = (1;-v3:-22)

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires : les points A,
B et D ne sont pas colinéaires.
On en déduit que les trois points A, B et D ne sont pas
alignés.
Veérifions que ces trois points vérifient I’équation du plan
proposeée :
® 4xs+24/2=4x14+0x/2=4

Les coordonnées du point A vérifient cette équation.

® dap+2pV/2=4x1+0x/2=4
Les coordonnées du point B vérifient cette équation.

® 4ap+2p/2=4x0+2/2xy/2=14

Les coordonnées du point D vérifient cette équation.

Ainsi, le plan (ABD) a pour équation cartésienne :
4-x + z- \[ =4

2. a. D’aprés sa représentation paramétrique, la droite D
admet pour vecteur directeur :

_>
U (1 ;05 \/5)
—
Or, le vecteur C'D a pour coordonnées :

e
CD = (zp —xc;Yp — Yo ;2D — 2c)
- (0—(—2);0—0;2 2—0) — (2;0;2\5)

On obtient la relation _6'_322-7 : on en déduit que les
vecteur 55 et 7 sont colinéaires.
La droite D est paralléle a la droite (C'D).
Le point définie par la représentation paramétrique de
D et pour t=0 a pour coordonnées :

M (o;o;0xﬁ) = (0:0;0).

La droite D passe par le point O.

b. Le point G appartenant a la droite D, il existe un réel
t tel que le point G ait pour coordonnées :
G (t ;0; t\/i)
Le point G appartient au plan D ; ses coordonnées vé-
rifient 1’équation cartésienne du plan (ABC) :

drxa+zgVvV2=4
4t + (t4/2) V2 =4
4t+2t=4
6t =4

4 2

t:—:—

6 3

Ainsi, le point G a pour coordonnées :

4 2 4 2¢/2
~.n. 2 21 =1 2:0:
G(6,0,3x\f) (6,0, 5 )
3. a. Lepoint L étant le milieu du segment [AC], il a pour
coordonnées :
I TA+2Tc Ya+Yc za+zc

2 ’ 2 ’ 2

(1) —vBro o0 (1 VB

B 2 2 o2 ) 27 27

On a les coordonnées des deux vecteurs :

Correction annales 2014 - page 14/14 - http: //chingatome.fr ()BERAE



http://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

—

® BL= (2 —TB;YyL —YB:ZL — %B)
1 V3
— 2 _q._.NM2_ /3.0_
(2 = V350 0)
3 3v3
= _———— 0
—

® BO(xp —0;YB — Y0 ;2B — 20)

= (1-0;v3-050-0) = (1:V3;0)

3 —=

—
On obtient la relation : BL= —5 -BO

—
Les vecteurs BL et BO sont colinéaires : on en déduit
que les points B, O et L sont alignés.
Le point O appartient a la droite (BL).

—
Le vecteur AC a pour coordonnées :

—
AC = (x¢c — a3 yc — YA 2c — 2A)

= (~2-1:0- (=v3);0-0) = (=35/3:0)
Considérons le produit scalaire suivant :
— — 3
AC - BL = —3x (—7)+\/( \[)+o 0
9
= - — = 0
On en déduit que les droites (AC) et (BL) sont ortho-
gonales.

N | ©

b. Déterminons les trois longueurs du triangle ABC' :

N o Y Py

= 01+ (VB (V)" + (0-0)
:\/02+ 2v3)? +02 = /12 = 21/3

® AC = \/(% —24)"+ (o —ya)” + (20 — 24)°

- \/(—2—1)2+ 0—(—v3)*+ (0-0)
— 3+ (VB + 02 = V12=213

® CB= \/ vp—0)" + (ys — o)’ + (25 — 20)°
—\/1—— +(v3-07+(0-0)

— R+ (VB 0= Vi2=23

Les trois cotés du triangle ABC' ont méme mesure : le
triangle ABC' est un triangle équilatéral.

4. Déterminons la mesure des trois autres arétes :

¢ AD = \/(xD - fﬂA)2 +(yp — yA)2 + (20 — zA)2

= J(0-1)+(0— (—v3)*+ (2v2—0)’
= 12+ (V8 + (2v2 =1+ 3+8= V12

=23

® DB:\/(xB—xD)2+

(yB - yD)2 + (ZB - ZD)2

_ \/(1—0)2+(\/§—0)2+(0—2\/§)2
=+ ( (-2v2)’ = Vi+3+8= /12

21/3
® DC:\/(arcfscD)er
V2o’

s
=23

Les six arétes du tétraédres sont de méme mesure : le
tétraédre est régulier.

(yc - yD)2 + (Zc - ZD)2
+(0-0)" + (0-2¢/2)°
(2v2)" = V12

2402+
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