A. Fonction de références:

1. Fonction carrée:

Proposition:

On a les limites suivantes:

lim 22 =400 :; lim 2?2 =40
T——00 x——+00

2. Fonction inverse:

Proposition:
On a les limites suivantes:

1
® En l'infini: lim —=0"

)
T——00 I

1
® En l'infini: lim — = -o0

)
z—0— T

3. Fonction racine carrée:

Limites de fonction

Proposition:

On a la limite suivante:

lim \/;: +o00

o0

4. Fonction valeur absolue :

Proposition:

On a les limites suivantes:

lim |z| =400 ; lim |z| =400
TH—>—00 T—r+00

B. Limites:

1. finies en ['infini:
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éfinition :

Soit a un nombre réel et I un intervalle ouvert et centré
en a. On considére f une fonction numérique définie sur

Pensemble I'\{a}.

On dit que la fonction f a pour limite +0co quand z tend
vers a, si tout intervalle ouvert | M ;+oo[ (ot M €R) con-
tient toutes les valeurs de f(z) pour toutes les valeurs de z
assez proche de a. On note ;%f(x) =+o00.

(VMeR) (IneR%) (zel\{a} et |z—a|<n = f(z)>M)

On dit que la droite d’équation z=a est une asymptote
verticale & la courbe €% en a.

Soit f une fonction numérique définie sur ]a ; 00 [

On dit que f admet le réel b pour limite en +oo, si
tout intervalle ouvert contenant b contient tous les réels f(z)
pour x assez grand.
On note lim f(x)=b.

n——+oo

(VeeR}) (3A€]a;+oo) (2 A = |f(x)—b|<¢)

On dit que la droite d’équation y=b est une asymptote
horizontale a la courbe & en +oo.

4. A droite et a gauche:

Remarque:

2.1nfintes en ['infini:

/ A A A’ >
lim f(z)=+o0

T+—>~00

éfinition:

Soit f une fonction numérique définie sur ]a ;00 [

On dit que f tend vers 4+oco quand x tend vers oo, si
tout intervalle intervalle de la forme ]M ; —|—oo{ (ot M€R)

contient toutes les valeurs de f(z) pour z assez grand. On
note lim f(z)=+o0
T—r+0o0

(VM eR) (3A€]a;+0[) (z>A = f(z)>M)

3. infinies en un nombre réel:

A [
|
|
B77 e == U
|
|
|
2 !
|
|
7 a g
lim f(:v)iz +o0

Définition:

Considérons la fonction f définie sur [a;b]\{c} et admet-
tant la représentation suivante:

On remarque que la fonction admet deux limites au voisi-
nage de x:

® En se rapprochant de x dans l'intervalle [a ; c[, f(zx) se
rapproche de ¢. On note:
i f@) = ¢ ou lim f(z)=¢
® En se rapprochant de = dans I'intervalle |¢;b], f(z) se
rapproche de . On note:
lim f(z)=¢ ou lim f(z)="¢

+
T>c Tr—c

Exemple:

1
Soit f défini RE\{1 : = ——
oit f définie sur R% \{1} par: f(x) P
On a lim+ x—+/2 =0 mais nous devons déterminer si:
z—0
lim z —yx=0" ou lim+a:—\/5:0+

0t z—0
1
On s 10) = 3 = /e

Pour xE[O;—&—oo[etxprochedeO: V>0 ; Jz—1<0
= lim 7z (Vo -1)=0" = 1i161+f(a:)=—oo
T

z—0t

C. Opérations sur les limites:

Limite d’une somme:

Si ;}g}l fla) = 14 14 ¢ | +oo | —oo | +00
Si ;}g}lg(x) = ¢ | +oo | —o0o | +00 | —o0 | —00
Alors ,

lim f(2)+g(w)=| £H€ | Hoo | moo oo meo | Y

Limite d’un produit:
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- 400
Si lim f(x) = ¢ | 6>0]0<0| ou | 0
— 00
- +oo | +00
Si i}{}}l g(a) = ¢ | +oo | 00| ou | ou
—00 —0o0
Alors , +00
lim f(z)-g(a)=| £ | F00 | =00 | ou | 7
r—a —0
Limite d’un quotient:
- +oo | +00
Silim f(z)=| ¢ | ¢ |¢#£0| ou | ou | 0
—0Q0 —00
Si 1 _ 1, +00 +00
ilimg(@)=|¢2£0| ou | 0 | 0 | ou | 0
—0o0 —0o0
Alors ¢ 400 | +00
lim flz) 7 0 ou | ou ? ?
z—a g(m) B —00 | —0

Exemple: (d’utilisation)

1
® Soit f définie sur R* par: f(z)= (7—2)-\/5
x
Déterminons la limite de f lorsque x tend vers +oo.
Etudions les deux facteurs de ’expression de f:

> Le premier facteur est la somme des deux expres-

sions:
lim —=0 ; lim —-2=-2
=400 I 400
Les limites d’une somme donnent :
lim ——2=-2
x——40c0 I
2 lim /z=+o00
T——+00

Les limites d’un produit donnent :

lim f(z)= lim (1—2)~\/5:—oo

x——+00 T—+00 \ T
1 2
® Soit: =— R{—2;f}
oit: (@) = 5 sa s %3
Le dénominateur admet pour tableau de signe:
T —00 -2 g +o0o
6-22+8-1x—5 + ¢ - (b +

On a les deux limites suivantes:
2 lim 1=1 2 lim 622+8x—-5=0"
T —2+ r——21
Les limites d’un quotient et la régle des signes donnent :

lim g(z)= lm ————— =—-
o —2+ 9(z) os—2+ 622 + 8x — 5
Remarque:

Vi-z= i (ya) = /(- Va)
Etudions les limites des deux facteurs:

= lim T = 400
TH—r—+00

e Les deux termes ont pour limites:
¢ lim 1=1 ® lim —\/z=—-00
x——+00 r——+00
Les limites d’une somme permettent d’affirmer :

lim 1—z=—00

T—>—400

Les limites d’un produit permettent d’affirmer :

lim \/;—x:xgrfoo\/;-(l—\/g) = —00

T +00

Exemple:

Voici quelques traitements de formes indéterminées :

z?—z+1

® Soit == - -
oit f(z) z+1

On a les transformations algébriques:

2.(1 z 1 1 1
e P(mr) s(-led)
z+1 1 1
{1+ — 1+ -
x
Les limites d’une somme permettent d’obtenir:
1 1
& lim 1-— 4= =1 & lim I+-=1
o400 x?  x?
Les limites d’un produit permet d’obtenir :

. 1 1
lim x~<177+—2):+oo
x

. Déterminons lim f(z):
T——+00

TH—r—+00
Les limites d’un quotient permettent d’obtenir:
1 1
p(1- 1y 1)

lim f(zr)= lim ——% 22 — 400

TH—r—+00 T——400 1

14—

3—2-
® Soit g(x)= W;:x—f) Déterminons J}gn% g(z).

Pour le dénominateur, on a:
A=0b%—4ac=9%—4x(-2)x(-9)=9
Puisque A >0, on a les deux racines:

—-b—VA -b+vA 3
r=—= ; Ip=m —/——— = —
a 2-a 2

On a la factorisation:

—2.22 4 93— 9= —2:(z — 3) (x— g) = (z—3)(3 - 22)

L’expression de g admet la simplification :
3—2x 1

9@ = B o2a) 53
On a les deux limites: 3
2 liml=1 2 limr—3=—=
3 T3 2
Les limites d’un quotient permettent d’obtenir :
. . 2
gggngg(x) :zlgng z—3 3

Certains résultats d’opérations sur les limites ne sont pas
donnés dans le tableau ci-dessous: on les appelle des
formes indéterminées. Car aucune régle générale ne peut
étre conclut dans ces cas.

Etudions 'unique forme indéterminée des opérations sur
une somme de limites:

® i 2 _ ® i _

Jp ot e L Ve-u

Ce sont deux limites de la forme: “(400) 4 (—00)”
® On a la factorisation: 2% —z =z-(z —1)

Des deux limites: lim xz =400 ; lim z—1=+o00

T——+00 r——+00
Les limites d’un produit permettent d’affirmer:
lim 22 —2= lim :c~(xf 1) = +00
r—>—+00 400

® Avec 'expression v/ x—x, on travaille implicitement sur
R*. On a les transformations algébriques :

Remarque:

Soit f une fonction définie par une fraction rationnelle:

® Pour déterminer la limite en +o00, on factorise par les
monomes de plus haut degré:

1
24 =
2 1
im erl = lim 5{:2
T—+oo I + n»—>+001+7
x

® Pour déterminer la limite en 0, on factorise par les
monomes de plus bas degré:

22—z . r—1

-1

1m 73 = 1m 72 =
0t 0+ a0t 2+ 1
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D. Caractérisation
géométrique:

® La fonction f admet la limite lim f(z)=+o0c0. On en
r—a—
déduit que la courbe ¢y admet I'asymptote verticale
d’équation z=a.
® La fonction g admet la limite lim g¢(z)=b. On en dé-
T——+00

duit que la courbe %, admet I'asymptote horizontale
d’équation y=b».

r=a

b
\
J

S

E. Théoréme des gendarmes:

Théoréme: (Théoréme des gendarmes)
Soit £ un nombre réel et f, u, v trois fonctions définies sur
[a;—l—oo[ tels que:

. 1 = 1 =
e

® Pour tout € [a;+oo|:
u(z) < f(z) < v(z)
oo ) =

Alors on a:

Théoréme: (Théoréme des gendarmes)

h lim f(x)=1¢

reuve:

Prenons un intervalle ouvert I contenant ¢, montrons que
pour z assez grand, les valeurs de f(z) sont entiérement
contenues dans I.

® lim wu(z)=~¢: il existe a tel que:
TH>+00

rza = u(z)el
® lim wv(x)=~{: il existe o’ tel que:
T——400
rza = v(x)el
Notons A:ma:r(a 2 o/) et pour > A:

u(z)el et v(x)el } — [u(@);v(@)] I
I est un intervalle

Ainsi, f(z)el

Soit ¢ un nombre réel et f, u, v trois fonctions définies sur
[a ; b[ tels que:
® lim u(z)= lim v(z) ="/
b~ b~

® Pour tout z€[a;b[: u(z) < f(z) < v(x)
Alors: hril, flx)=1¢

Théoréme:(Cas des limites infinies)

Soit f et u deux fonctions; a représente soit un nombre réel,

soit +00, soit —oo. Supposons que:
® Pour tout réel x voisin de a:

f(@)Zu(x)

¢ lim u(z) = +o0
T—a

Alors: lim f(x) = 400

Tr—a

ot I (7) =00

>
-
-
e

F. Composition de fonctions:

éfinition :
Soit f et g deux fonctions tels que:

® La fonction f est définie sur un intervalle I ;
® La fonction g est définie sur I'ensemble f(1).

On définit la fonction composée de f par g, notée (go f)
(qui se lit “g rond f”) définit sur I'ensemble I par la rela-
tion:

(90 f)(z) =g[f(2)]

Exemple:
Soit f et g deux fonctions définies sur R par:

fx)y=2x+1 ; g(z)=22+1

Par composition, on peut créer les deux fonctions:

® (fog)(x) = flg(x)] = f(«® +1)
=2(2>+1)+1=222+3
® (90f)()=g[f(x)] =g(22+1)
= (22 ) +1l=422+42+2

Proposition:
Soit f et g deux fonctions telles que f soit définie sur I et
g définie sur f(I).

On note a, b ¢ des nombres réels et/ou £oo.

 Im s - |
g me( = dmleN@=c
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Preuve:
lhttp ://chingatome.fr/ri6

Exemple:

Soit f et g définie par:
2z 41
flz) = ; g9(z)=vz

x—1
La fonction (g ) f) admet pour expression :

Déterminons la limite en 400 de (go f):

I 22x+1 9
im =
zotoo & —1 = lim 2z+1

lim1 \/E =42 Tteo -1
T

- V3

https: //chingatome.fr BEA


http://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

	Fonction de références
	Fonction carrée
	Fonction inverse
	Fonction racine carrée
	Fonction valeur absolue

	Limites
	finies en l'infini
	infinies en l'infini
	infinies en un nombre réel
	A droite et à gauche

	Opérations sur les limites
	Caractérisation géométrique
	Théorème des gendarmes
	Composition de fonctions

