
Propriété :
La fonction logarithme népérien sur

]
0 ;+∞

[
:(

ln
)′
(x) =

1

x
pour tout x∈R∗

+

Preuve :
Soit f définie sur R∗

+ par : f(x) = elnx.
Or, f(x)=x. La formule de dérivation d’une composée
donne :

f(x) = x

f ′(x) = 1(
ln

)′
(x)×elnx = 1

(
ln

)′
(x)×x = 1(
ln
)′
(x) =

1

x

Corollaire :

On a la limite : lim
x 7→0

ln
(
1+x

)
x

= ln′(1) = 1

Proposition :
La fonction logarithme népérien est croissante sur R∗

+

lim
x7→+∞

lnx = +∞ ; lim
x 7→0+

lnx = −∞

Preuve :

On a
(
ln
)′
(x)=

1

x
qui est positif sur R∗

+ : la fonction
logarithme népérien est croissante.

Soit M un réel positif. Puisque lim
x7→+∞

ex=+∞, il existe

a∈R tel que pour tout x>a :
x>eM =⇒ lnx> lneM =⇒ lnx>M .

Pour tout réel M , il existe un intervalle
[
a ; +∞

[
tel que

la fonction logarithme soit supérieur à M :
lim

x 7→+∞
lnx = +∞

Posons x=
1

X
. On a : x 7→ 0+ ⇐⇒ X 7−→+∞.

lim
x 7→0+

lnx = lim
x 7→+∞

ln
( 1

x

)
= lim

X 7→+∞
− lnX = −∞

Proposition :(Croissance comparée)

On a les deux limites : lim
x 7→+∞

lnx

x
= 0 ; lim

x 7→0
x· lnx = 0

Preuve :
Posons X=lnx. On a : x 7→ +∞ ⇐⇒ X 7→ +∞.
lim

x 7→+∞

lnx

x
= lim

x 7→+∞

lnx

elnx
= lim

X 7→+∞

X

eX
= lim

X 7→+∞

1
eX

X

= 0

Posons X=
1

x
. On a : x 7→ 0+ ⇐⇒ x 7→ +∞

lim
x 7→0+

x· lnx = lim
x7→0+

−
ln 1

x
1
x

= lim
X 7→+∞

− lnX

X
= −∞

Corollaire :
Pour tout entier naturel n non-nul :

lim
x 7→+∞

lnx

xn
= 0 lim

x 7→+0
xn· lnx = 0

Proposition :(admise)
Si u est une fonction dérivable et u>0 sur un intervalle
I alors :

La fonction x 7−→ ln
[
u(x)

]
est définie et dérivable ;(

ln ◦u
)′
(x) =

u′(x)

u(x)
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