
Proposition :
Soit

(
un

)
une suite arithmétique de premier terme u0 et

de raison r. Pour tout entier naturel n, on a :

u0 + u1 + · · ·+ un =

(
n+ 1

)
·
(
u0 + un

)
2

Preuve :
Pour tout entier naturel ℓ, le terme de rang k admet pour
expression :
uℓ = u0 + ℓ·r

Ainsi, pour tout entier naturel k, on a :
uk + un−k =

(
u0 + k·r

)
+
[
u0 + (n− k)·r

]
= u0 + k·r + u0 + (n− k)·r = u0 + u0 + n·r
= u0 + un

Notons, S la somme des premiers termes de la suite
(
un

)
:

S = u0 + u1 + u2 + · · ·+ un−2 + un−1 + un

Cette somme peut aussi s’écrire :
S = un + un−1 + un−2 + · · ·+ u2 + u1 + u0

L’addition, termes à termes, des deux expressions de S
permet d’obtenir l’égalité :

2·S =
(
u0 + un

)
+

(
u1 + un−1

)
+
(
u2 + un−2

)
+ · · ·+

(
un−2+u2

)
+
(
un−1+u1

)
+
(
un+u0

)
D’après la remarque précédente :

2·S =
(
u0 + un

)
+

(
u0 + un

)
+
(
u0 + un

)
+ · · ·+

(
un + u0

)
+
(
un + u0

)
+
(
un + u0

)
Cette somme comprend n+1 termes :

2·S =
(
n+ 1

)
·
(
u0 + un

)
S =

(
n+ 1

)
·
(
u0 + un

)
2

Corollaire :
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)
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Proposition :
Soit

(
un

)
une suite arithmétique de premier terme u0 et

de raison r. Pour tout entier naturel n, on a :

u0 + u1 + · · ·+ un =

(
n+ 1

)
·
(
u0 + un

)
2

Preuve :
Pour tout entier naturel n, on considère la propriété Pn

définie par :

Pn : Sn =

(
n+ 1

)(
u0 + un

)
2

Initialisation :

S0 = u0.(
0 + 1

)(
u0 + u0

)
2

=
1×

(
2·u0

)
2

= u0

On en déduit que la propriété P0 est réalisée.

Hérédité :

Supposons que la propriété Pn est réalisée pour un
entier naturel n quelconque. C’est-à-dire qu’on a la
propriété :

Sn =

(
n+ 1

)(
u0 + un

)
2

Ainsi, on a les transformations suivantes :

Sn =

(
n+ 1

)(
u0 + un

)
2

u0 + u1 + · · ·+ un =

(
n+ 1

)(
u0 + un

)
2

u0 + u1 + · · ·+ un + un+1 =

(
n+ 1

)(
u0 + un

)
2

+ un+1

On en déduit :

Sn+1 =

(
n+ 1

)
u0 +

(
n+ 1

)
un + 2·un+1

2

L’expression explicite des termes d’une suite arithmé-
tique permet d’écrire :

Sn+1 =

(
n+1

)
u0 +

(
n+1

)(
u0 + n·r

)
+ 2·

[
u0 + (n+1)r

]
2

Sn+1 =

(
n+1

)
u0 +

(
n+1

)
u0 + n

(
n+1

)
r + 2u0 + 2(n+1)r

2

Sn+1 =
2
(
n+1

)
u0 + n

(
n+1

)
r + 2u0 + 2(n+1)r

2

Sn+1 =

[(
n+1

)
+ 1

](
2u0

)
+
(
n+ 2

)[(
n+1

)
r
]

2

Sn+1 =

(
n+ 2

)(
2u0

)
+

(
n+ 2

)[(
n+1

)
r
]

2

Sn+1 =

(
n+ 2

)[
2u0 +

(
n+1

)
r
]

2

Sn+1 =

(
n+ 2

)[
u0 +

[
u0 +

(
n+1

)
r
]]

2

Sn+1 =

(
n+ 2

)(
u0 + un+1

)
2

On vient d’établir la propriété Pn+1.

Conclusion :
La propriété Pn est initialisée au rang 0 et vérifie la
propriété d’hérédité. Le raisonnement par récurrence
montre que la propriété Pn est réalisée pour tout en-
tier naturel n.
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