
Nombres dérivés et tangentes

A. Introduction:

1. Taux d'accroissement:

Dé�nition :
Soit f dé�nie sur un intervalle I et a et b deux nombres de

I. On appelle taux d'accroissement de la fonction f
entre a et b le quotient :

f(b)− f(a)

b− a

Remarque :
Notons Cf la courbe représentative de la fonction f dans un

repère
(
O ; I ; J

)
, les points A et B d'abscisses respectives a

et b.
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Le taux d'accroissement de la fonction f entre a et b est le

coe�cient directeur de la corde (AB) à la courbe Cf .

2.Approche de la tangente:

On considère la courbe Cf représentative d'une fonction f , la
tangente (TA) à la courbe Cf au point A et 7 cordes (AB0),
. . . , (AB6) à la courbe Cf :

Cf
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B1
B0

xA+hxA

(TA)
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On remarque que lorsque la suite de points
(
Bi

)
se rap-

prochent du point A, la suite des cordes
(
ABi

)
se rapproche

de la tagente (TA).

Approche du coe�cient directeur de la tangente :

i 0 1 2 3 4 5 6

yBi − yA
xBi
− xA

0,298 0,385 0,522 0,755 0,945 1,051 1,127

Ainsi, le coe�cient directeur c de la tangente au point A peut

être vu comme la limite des coe�cients directeurs des droites

(AB) lorsque la position du point B se rapproche du point

A.

On notera : lim
xB 7−→ xA

yB − yA
xB − xA

Exemple :
Vous trouverez, en suivant le lien ci-dessous,

un diaporama présentant la détermination

du coe�cient directeur de la tangente à une

courbe par limite du taux d'accroissement

des cordes :
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B. Nombres dérivés:

1.Dé�nition:

Dé�nition :
Soit f dé�nie sur un intervalle ouvert I et a un nombre réel

appartenant à I.
On dit que la fonction f est dérivable en a si la limite :

lim
h 7→0

f(a+h)− f(a)

h
existe.

Ce nombre se note f ′(a) et s'appelle nombre dérivée de

la fonction f en a.

Remarque :
Soit A et B les points de Cf d'abscisses respectives a et b.
La corde (AB) a pour coe�cient directeur :

yB − yA
xB − xA

=
f(b)− f(a)

b− a
Notons h le nombre réel dé�nit par b−a. On remarque

alors que b=a+h et le coe�cient directeur de la corde (AB)
s'exprime par :

f(b)− f(a)

b− a
=

f(a+h)− f(a)

(a+h)− a
=

f(a+h)− f(a)

h

Le nombre dérivée de la fonction f en a est le coe�cient

directeur de la tangente à la courbe de la fonction f au point

d'abscisse A.

2. Exemples:

Exemple :
Lors de l'exemple de la partie A.2., pour la fonction carré,

notée f , on a conjecturé que : f ′(1)=2

Exemple :

Considérons la fonction f dé�nie sur R\
{
1
}
par :

f(x) =
1

2·x− 2
Déterminons le nombre dérivé en 2 de la fonction f .

On a les transformations algébriques :

f(3+h)− f(3)

h
=

1

2·
(
3 + h

)
− 2
− 1

2×3− 2

h
=

1

2·h+ 4
− 1

4
h

=

4

4·
(
2·h+ 4

) − 2·h+ 4

4·
(
2·h+ 4

)
h

=

4−
(
2·h+ 4

)
4·
(
2·h+ 4

)
h

=

−2·h
4·
(
2·h+ 4

)
h

=
−2·h

4·
(
2·h+ 4

) · 1
h
=

−2
4·
(
2·h+ 4

)
On a la limite :

lim
h7→0

f(2+h)− f(2)

h
= lim

h7→0

−2
4·
(
2·h+ 4

) =
−2
4×4

= −1

8

On en déduit que le nombre dérivée de la fonction f en 2 a

pour valeur : f ′(2)=−1
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C. Tangentes:

1.Dé�nition:

Dé�nition :
Considérons une fonction f dé�nie sur un intervalle I et

dérivable en a où a est un nombre appartenant à I.
Dans un repère

(
O ; I ; J

)
du plan, on note Cf la courbe

représentative de la fonction f .
Notons A le point de la courbe Cf d'abscisse a.

On appelle tangente à la courbe Cf au point A, la

droite passant par le point A et admettant pour coe�cient

directeur le nombre dérivée f ′(a).

2. Propriétés:

Proposition :
Considérons une fonction dé�nie sur un intervalle I et dériv-

able en a. Notons Cf la courbe représentative de la fonction

f dans un repère
(
O ; I ; J

)
du plan.

La tangente (d) à la courbe Cf au point d'abscisse a a pour

équation réduite :

y = f ′(a)·
(
x− a

)
+ f(a)

Preuve :
La fonction f étant dérivable en a, la courbe Cf admet une

tangente (T ) au point d'abscisse a dont le coe�cient di-

recteur est f ′(a).
Ainsi, l'équation réduite de la tangente (T ) admet une ex-

pression de la forme :

(T ) : y = f ′(a)·x+ b où b∈R.

Le point M d'abscisse a de la courbe Cf , de coordonnées

M(a ; f(a) ), étant le point de contact de la tangente, il ap-

partient à la courbe Cf et à la tangente (T ).
En particulier, les coordonnées du point M véri�e l'équation

réduite de (T ) :

yM = f ′(a)·xM + b

f(a) = f ′(a)·a+ b

b = f(a)− f ′(a)·a
Ainsi, l'équation réduite de la droite (T ) a pour expression :

y = f ′(a)·x+ b =⇒ y = f ′(a)·x+
[
f(a)− f ′(a)·a

]
=⇒ y = f ′(a)·x+ f(a)− f ′(a)·a
=⇒ y = f ′(a)·

(
x− a

)
+ f(a)

Exemple :
Soit f la fonction dé�nie sur R par :

f(x) =
1

4
·x2 − 1

4
·x− 3

2

Dans le plan muni d'un repère
(
O ; I ; J

)
, on note Cf la

courbe représentative de la fonction f et (T ) la tangente à

la courbe Cf au point d'abscisse −1.
L'image du nombre −1 a pour valeur :

f(−1) = 1

4
×(−1)2 − 1

4
×(−1)− 3

2
=

1

4
×1 + 1

4
− 3

2

=
1

2
− 3

2
= −2

2
= −1

Le nombre dérivé de la fonction f en x=−1 a pour

valeur :

f ′(−1) = lim
h7→0

f(−1+h)− f(−1)
h

= lim
h7→0

[1
4
·
(
−1 + h

)2 − 1

4
·
(
−1 + h

)
− 3

2

]
− (−1)

h

= lim
h7→0

1

4
·
(
1− 2h+ h2

)
+

1

4
− 1

4
·h− 3

2
+ 1

h

= lim
h7→0

(1
4
− 1

2
·h+

1

4
·h2

)
− 1

4
·h− 1

4
h

= lim
h7→0

1

4
·h2 − 3

4
·h

h
= lim

h 7→0

h·
(1
4
·h− 3

4

)
h

= lim
h7→0

1

4
·h− 3

4
= −3

4

L'équation réduite de la tangente (T ) est donnée par la for-

mule :

y = f ′(−1)·
(
x− 1) + f(1)

y = −3

4
·
[
x− (−1)

]
+ (−1)

y = −3

4
·x− 3

4
− 1

y = −3

4
·x− 7

4
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3. Fonctions non-dérivables :

Remarque :

Une fonction dé�nie sur un intervalle
[
a ; b

]
n'est pas néces-

sairement dérivable sur son ensemble de dé�nition. Ci-

dessous est donnée la courbe représentative, dans un repère(
O ; I ; J

)
, d'une fonction g dé�nie sur l'intervalle

[
a ; b

]
:

I

J

O

Cg

c da b

g non-dérivable sur [a ; b
]

On remarque qu'au point d'abscisse c, la courbe Cg n'admet

pas �une unique� tangente : on dira que la fonction f n'est

pas dérivable en c.
La même propriété s'observe au point d'abscisse d.

4.Algorithme et nombres dérivés:

Exemple :

Considérons la fonction f dé�nie sur R\{−2} par :
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f(x) =
x+ 1

x+ 2

L'algorithme ci-dessous va nous permettre d'approcher le

nombre dérivée de la fonction f en 2 :

Fonction f(x)

Renvoyer
x + 1

x + 2

Pour i allant de 0 à 100

h ← 10−i

a ← f(2+h)−f(2)
h

Fin Pour

Voici, au cours de l'exécution de l'algorithme, les premières

valeurs a�ectées aux variables h et a :

h 1 0,1 0,01 0,001 0,000 1 0,000 01

a 0,05 0,060 975 0,062 344 0,062 484 0,062 498 0,062 499

On peut conjecturer que le nombre dérivée en 2 de la fonc-

tion f est proche de 0,0625
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