
Proposition :est de primalité
Soit n un entier naturel (n∈N). Si n n’est pas un en-
tier premier alors il existe au moins un entier premier p

diviseur de n tel que 2⩽p<
√

n.

Preuve :
Cette démonstration s’effectue par un raisonnement par
l’absurde : supposons que l’entier naturel n soit non-
premier et qu’aucun entier p premier tel que 2 ⩽ p ⩽

√
n

ne le divise.

Ces deux hypothèses vont à l’encontre de notre proposi-
tion à établir! Montrons que cela n’est pas possible.

Puisque l’entier n n’est pas premier, il existe un entier q
différent de 1 et de lui-même qui le divise. Comme n est
un multiple de q, il existe un entier naturel k tels que :

n = q×k

Supposons que q est le plus petit des entiers q et k (si ce
n’est pas le cas, on recommence le raisonnement avec k
pour diviseur de n).
Nous devons faire deux disjonctions de cas :

l’entier q est premier : alors il n’est pas égal à 1 et il
ne vérifie pas la relation 2⩽q⩽

√
n.

On en déduit la comparaison : q >
√
n.

L’entier k étant plus grand que q, on a : k>
√
n

En multipliant, membre à membre, ces deux inégal-
ités de nombres positifs, on obtient :

q×k >
√

n×
√
n

n >
(√

n
)2

n > n

Ce qui est absurde : on en déduit l’existence d’un di-
viseur p premier de n vérifiant 2⩽p⩽

√
n

l’entier q n’est pas premier, il suffit d’utiliser la dé-
composition de l’entier q en produit de facteurs pre-
miers afin d’en extraire un diviseur premier de l’entier
n.
On reprend alors la démonstration au point précé-
dent.
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