Terminale Option Experte / Nombres complexes et équations
polynomiales

1. | Introduction aux équations du second degré dans C)

D)

@ Dans C, on consideére ’équation z24+1=0.

@ Vérifier que le nombre complexe z; = i est une solution
de cette équation.
@ Proposer une autre solution de cette équation.

@ Que peut-on dire de ces deux racines?
@ Dans C, on considere I'équation 2-22—2-2+1=0.
@ Vérifier que les deux nombres complexes :
1 1 1 1

B=ghgl i =g

@ Que peut-on dire de ces deux racines de I'équation?

©2)

(1) Résoudre dans R I’équation suivante:
??+r+1=0

V3

1
@ On consideére le nombre complexe j= —§+i~7 .

2. | Equations du second degré dans (C]

E.A4 g Résoudre dans C les équations du second degré suiv-

antes:
(a)22—32+4=0 (b) 22 —42+4=0
()32 +32+2=0 ()22 —42-1=0
g Résoudre dans C les équations suivantes:
(a)2:2+2:4+1=0 (b) —224+22-3=0
(c)22+32+3=0 (d) -22-32-2=0
@ g Résoudre dans C I'équation: 2-22—6-249=0

g Résoudre dans C Iéquation: Z244-Z+16=0.

Ecrire les solutions de cette équation sous une forme expo-
nentielle.

E.8
’&ésoudre dans l’ensemble des nombres complexes
I’équation :
22 —224+4=0
Les solutions seront notées z et 2/, 2z’ désignant la solu-
tion dont la partie imaginaire est positive.

Donner I’écriture algébrique puis ’écriture exponentielle
des solutions de cette équation.

@ Donner I'écriture exponentielle exacte du nombre com-

2004 . - o
plexe (z’ ) , puis son écriture algébrique.

@ Déterminer 'écriture algébrique des deux nombres

complexes: j2 ; 43

@ Déterminer D'écriture algébrique des nombres com-
plexes suivants: 14j+j2 ; 1+7+72

@ Dans C, de quelle équation du second degré, les nom-
bres j et j sont-ils solutions?

E3 ) E Dans C, on considere I'équation: 2z2+z+1=0

@ Soit z une solution de cette équation admettant pour
écriture algébrique a+i-b ou a,b€R.

Montrer que les deux nombres réels a et b vérifient le
systeme d’équations:
a2+a+1-02=0
2:ab+b=0
@ @ En déduire que cette équation admet deux solutions
dont on donnera les écritures algébriques.

@ Que peut-on dire des deux solutions de cette équation?

EQ E Dans C, on considere I’équation (S A) dépendant du
parametre AeR;
22 -3x+4=)\

Pour quelles valeurs de A, ’équation (SA) admet deux solu-
tions distinctes conjuguées.

E On note C l’ensemble des nombres complexes et

(F) I'équation d’inconnue complexe z:
(E): 22+2az+a®>+1=0
ou a désigne un nombre réel quelconque.

Une seule des propositions suivante est exacte. Recopier la
réponse choisie et justifier cette proposition

@ Pour toute valeur de a, (E) n’a pas de solution dans C.

@ Pour toute valeur de a, les solutions de (E) dans C ne
sont pas réelles et elles sont conjuguées.

@ Pour toute valeur de a, les solutions de (F) dans C ne
sont pas réelles et elles ne sont pas conjuguées.

@ Il existe une valeur de a pour laquelle (F) admet au
moins une solution réelle.

E.11 & On considere la fonction complexe définie sur C\{2}

par la relation:
z—4

z—2
Déterminer ’ensemble des nombres complexes invariants par
cette fonction.

fiz—



1 3
E.lQ) E On donne le nombre complexe: j:—2+i-\2[
@ Résoudre dans l’ensemble C des nombres complexes
I’équation :
2Z24+24+1=0

@ Démontrer les égalités suivantes:

@F=1 ®;F=-1-j

@ On suppose l'existence de trois nombres complexes a, b
et ¢ vérifiant ’égalité :
a+jb+j2e=0

@ Démontrer 1’égalité : afc:]ﬂ(cfb)
@ Démontrer 1’égalité : a—b=j2~(b—c)

3. | Equation du second degré et factom’satz’on)

E.13 g Résoudre dans C I'équation :
(z—2~i) (z2—2-z—|—2) =0

Donner ’écriture algébrique et I’écriture exponentielle des so-
lutions de cette équation (justifier les réponses).

E.14 E Dans C, on consideére 'équation: (€): 23 + 22 —
2=0

@ Montrer que le nombre complexe z;, définie par z; =
—1—1i, est solution de ’équation &.

@ Justifier que le nombre complexe zo, définie par zo =77,
est également solution de I’équation (&).

@ En remarquant que 1 est également solution de (£), pro-
poser une forme factorisée dans C du polynéme z3+22—2.

On développera cette forme pour établir la factorisation.

E.15) E On veut résoudre dans C ’équation :
(B): 224422+22-28=0

(1) Déterminer deux réels a et b tels que 'équation (E)
séerive: (2 —2) (22 +az+b) =0

@ Résoudre (F).

E.16 ) E On considere dans C I’équation :
(B): 224+422+22-28=0

4. Racine d’un nombre complea:e]

g On désigne par a le nombre complexe dont le mod-

0
ule est égal & 2 et dont un argument est égal a 3

@ Calculer a2 sous forme algébrique.

@ En déduire les deux solutions dans C de ’équation :
22 = -2+ 24y/3.
On écrira les solutions sous forme algébrique.
E.20 Le plan complexe est rapporté a un repere

(O; U ; v) orthonormé direct. On considere ’application f
du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z, associe

@ Déterminer deux réels a et b tels que léquation (F)
s’écrive:
(B): (z—2)(22+az+b) =0
@ Résoudre I’équation (F).
E.17 8 On considere 1'équation (F):
22— (4+1i)22+ (T+1)2—-4=0
ol z désigne un nombre complexe.

@ Montrer que (E) admet une solution réelle, noté z;.

@ Déterminer les deux nombres complexes a et b tels que,
pour tout nombre complexe z on ait:
23— (4+1)-22+(T+i)2—4 = (2—21)(2—2—2:1) (a2 +b)

@ Résoudre (F).
’ E.l@Pour tout nombre 2z, on pose: P(z)=2z%—1.
@ Factoriser P(z) en produit de facteurs du premier degré.

@ En déduire les solutions dans ’ensemble C des nombres
complexes de 'équation P(z)=0, d’inconnue z.

@ Déduire de la question précédente les solutions dans C
de I’équation d’inconnue z:

2. 4
( z+1> 1
z—1

le point M’ d’affixe 2’ telle que: 2’ = 22.

@ Déterminer ’ensemble I'y des points M du plan tels que:
F(M)=M.

@ Soit A le point d’affixe: a=1/2—i\/2

@ Exprimer a sous écriture exponentielle.
@ En déduire les affixes des deux antécédents de A par
f-

@ Déterminer ’ensemble I's des points M d’affixe z tels que
Paffixe 2’ du point M’ soit un nombre imaginaire pur.

5. | Equations avec changement de 'vam'ables]




@ g Dans ’ensemble C des nombres complexes :
@ Montrer que: (1+1i)% = —8-i.
@ On considere I'équation  (E) : 22 = —8

(a) Déduire de (1) une solution de 'équation (E).

@ L’équation (FE) possede une autre solution ; écrire cette
solution sous écriture algébrique.

@ Déduire également de @ une solution de I’équation :
(E"): 23 = -84

) §

Dans C, on considere le polynome:
Déterminer ses racines.

22+4+62+25.

@ @ Donner I'écriture algébrique du nombre complexe a

et b définis par:
a=(1+2i)?% ; b=(1-2i)?
@ En déduire les solutions de ’équation :
244622 +25=0

E.23) §
@ Dans C, on considere le polynéme: 4z2—16z+25.
Déterminer ses racines.

@ @ Donner I'écriture algébrique du nombre complexe a
et b définis par:

_<§+1-)2 : b_(§ 1-)2
@=\g73Y "7 g7y

@ En déduire les solutions de I’équation :
424 —16224+25=10

6. | Equations non-polynémaiales ou a coefficients non-réels)

E.24
Déterminer I’ensemble des racines du polynome:
P=iz?—2iz+3i
@ On considere le polynéme: Q=i-z24+2-2—10-
@ Vérifier que le nombre complexe z; est une racine du
polynéme Q ou: 2z =-3+1i

@ Déterminer la forme factorisée du polynome Q.

Indication: On pourra chercher les deux nombres com-
plexes a et b réalisant la factorisation :
Q= (z+37i) (a‘z+b)

g Le plan complexe P est muni d'un repere

(O;Z}; v ) orthonormé direct. On appelle (T') le cercle de
centre O et de rayon 1.

On appelle F' I'application du plan P privé du point O dans
P qui, a tout point M différent de O, d’affixe z, associe le
point M’ = f(M) d’affixe 2’ définie par:

1

Z=z4+i—--—
z
On recherche I’ensemble (E) des points du plan P privé du
point O qui ont pour image par F', le point O.

@ Démontrer que, pour tout nombre complexe z:
\/§ 1 ) ( V3 o1 )

dpie1= (4 2 L) (- Ly
z°+1z z+2+21 z 2+21

7. | Factorisation de z"—a" par z—a)

E.2@ E Soit @ un nombre complexe différent de 1 et z un

nombre complexe quelconque.

@ On considere la suite (un) géométrique de premier terme

. z
1 et de raison —.
a

Soit n un entier naturel non-nul. Etablir Iégalité:
Zn

_an

U+ T U+ Up—1 = z

a

@ En déduire les affixes des points de 'ensemble (E).
@ Démontrer que les points (E) appartiennent a (T').

. . - =
E Dans le plan complexe muni d’un repere (O UG U )

orthonormé direct, on note (H) lensemble des points M
d’affixe z vérifiant: 2% —4 =4 — 7>

@ On note x et y les parties réelle et imaginaire de I'affixe
z d’un point M. Montrer que:
M appartient & (H) si, et seulement si, x%2—y?=4
@ Soient A, B et C' les points d’affixes respectives:
2 ; —3-iv6 ; —3+i5
Vérifier que A, B et C appartient & (H).
E.27) §

Déterminer le nombre complexe « tel que:
a(l141i) =143
ia? = —4+3i
@ Pour tout nombre complexe z, on pose:
f(z) =22 — (L4 34)-2 + (=4 + 34)
Montrer que f(z) admet pour expression (Zfoz) (zfi-oz).

En déduire les écritures algébriques des solutions de
Péquation f(z)=0.

@ En déduire la factorisation :
2" —a™

= (z—a) (Zn—l+Zn—2a+zn—3a2+_._+Z2an—3+zan—2+an_1)

On remarquera que cette factorisation peut également se

n—1
noter: z" —a"™ = (z — a)~ <§ :ak_zn—k—1>
k=0




8. | Exercices non-classés )

@ED Pour chacune des quatre affirmations suivantes, indi-
quer si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse.

Une réponse non justifiée n’est pas prise en compte. Une
absence de réponse n’est pas pénalisée.

@ L’équation (2—4) (22—4-z+8) =0 admet 3 solutions dans
C dont une est réelle et les 2 autres sont conjuguées entre
elles.

@ Dans I’ensemble des nombres complexes, ’équation :
(E): z2—zZ+2-4i=0
admet une solution unique.

(3) On considere la suite (z,) de nombres complexes définie
par:
20=2 ; zZnp1=(141i)2z,
Le cinquieme terme de la suite est un nombre réel.

@ A tout nombre complexe z, on associe un nombre com-
plexe 2’ défini par:
2 =22422+49
L’ensemble des nombres complexes z tels que z’ soit un
réel est I’ensemble des nombres complexes z=xz+i-y ou
y=0.



