Terminale Option Experte / Nombres complexes et trigonométrie

1. appels

RC@
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Déterminer les valeurs exactes des expressions ci-dessous :

@ sin (%T) @ cos (—%) @ cos (5%)

2. zormuzes a:aaaztzon l

€ @

Dans le plan muni d’un repére or- A
thonormé (O I J ), on considére les N
points M et N tel que:
— —
[oM][=a ; [JON]|=b y
— — — — J
(0f:00)=a : (0l.0N)=p L
o
9] I -

@ @ Déterminer les coordonnées des points M et N.
—
@ Donner une expression du produit scalaire OM -

e
OM ;0O

Sl

gl

@ @ Donner la mesure de ’angle orienté: (
— —
@ Donner une autre expression de OM - ON.
@ En déduire I’égalité:
cos (B—a) = cos 3 cos a + sin 3- sin v

)l € B

ﬁ“ormule des angles associés \
® cos(—x) = cosx ® sin(—z) = —sinzx

® cos(m+x) = —coszx ® sin(r+x) = —sinx

® cos(m—x) = —cosx ® sin(r—x) = sinx

o cos(ﬂ-—i— ) —sinx ® sin <g+x> =cosw

Ccos (5—18) =sinz @sm(g ) =coszT J

Soit a un nombre réel. Simplifier les écritures suivantes:
@ cos (g-i—a) @ sin (a+3~7r)
@ cos (a—z) @ sin (g—a)

@ R c @ A Taide de la relation: tanz= sin

cosT
ou r# §+k-7r

simplifier les expressions suivantes:

@ tan (:c—Hr) @ tan (g—gp)

) € B

Formule d’addition et de différence
® cos(a+b) = cosa-cosb — sina-sinb

® cos(a—b) = cosa-cosb+ sina-sinb
® sin(a+b) = sina- cosb + cosa-sinb
(

® sin(a—b) = sina-cosb — cos a- sinb

Déterminer une simplification des expressions suivantes:
@ cos2x - cosx — sin2x - sinx
@ sin 3z - cos 2x — sin 2x - cos 3x

E c @ Montrer la relation suivante:

sin(a+b)- cos(a—b) = sin a- cosa + cosb-sin b

e B € @
Slmphﬁer l’expressmn suivante :

+= (-5
cos :1; —) —cos|x——
4 4

@ Etablir I’égalité suivante :
( sin 3£L’)
sin(2z)- sin(x)

sinbx  sin2z

sin 2x sinx

@ Résoudre I’équation suivante :

3 1
EN cos(2z) + 3 sin(2z) = cos%
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3. zormUZes 226 EZUEEZZCatwn '

B € B

[Formule de duplication \
® cos(2a) = (cos a)2 — (sin a)2

® cos(2a) = 2-(cos a)2 -1

® cos(2a) =1 —2-(sin a)2

* sin(2a) = 2-sina- cosa -

4.  Ovperation
E c @ On considére les deux nombres com-
plexes:

=141 ; 2z=3++/3i

@ Déterminer I’écriture trigonométrique des nombres com-
plexes z1 et zs.

@ Effectuer le produit zp-2zs.
trigonométrique de ce produit.

En déduire D’écriture

@ @ Exprimer le module du produit z;-z2 en fonction des
modules de z; et zs.

@ Exprimer I’argument du produit z;-z2 en fonction des
arguments de z; et zo.

R c @ On considére les deux nombres com-

plexes:
z0=—1+ \/gl

z1=2-—21 ;
@ Déterminer I’écriture trigonométrique des nombres com-

5. Ecmtures ewEonentze!Zes l

R c e Donner I'écriture algébrique des nom-

bres complexes suivants :

. s
(@) s =37 (B)zm=v2eT (c)z=2/3e"5
- R c @ Déterminer ’écriture exponentielle des

nombres complexes suivants :
(a) 21 =5 () 2 = -3 (c) z3 = —3i
(Dz=-3+3i ()z=-2v3-2i (F)z=13-3i

6. Produit, quotient d’ecrii

550 € B

Donner Iécriture exponentielle des deux nombres com-

plexes suivants: zy=1—-1 ; zo=1+i
@ En déduire I'écriture exponentielle du nombre complexe :
1—i
z =
141

mmmmﬂnﬂ

lll-lmlr'."

(f+2)

@ Etablir la relation suivante: (cos 8)

@ En déduire la valeur de cos %

B 1
@ Etablir la relation: sin% =5 2 — \/5

plexes z1 et zo.

L. . L. . 21
@ Donner I'écriture trigonométrique du quotient —.
z2

z
@ @ Exprimer le module du produit ZL en fonction des
22
modules de z; et za.

@ Exprimer 'argument du produit 2L en fonction des
22
arguments de z; et 2s.

- E c @ A Rechercher tous les couples

(715 22) de nombres complexes satisfaisant aux conditions:

1
Zl~22:§

21+ 229 = \/5

Déterminer I’écriture trigonométrique de chacun des nombres
ainsi obtenus.

T € @

Soit z un nombre complexe admettant la forme exponen-
tielle:
z=re"? on reRy, 0eR

Déterminer la forme exponentielle des nombres com-

() -2

s . 2T

@ @ Justifier I'égalité suivante: 2-¢7'3 =—2-¢" 3
@ En déduire ’écriture exponentielle de:
2

273 + 363

plexes suivants: @ z
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E c @ On considére les deux nombres com-

plexes:
=141 ; z=13+i

@ Déterminer les écritures exponentielles des nombres z; et

z9.
@ On note z3 et z4 les deux nombres complexes définis par:
21
23 =2Z1"%2 | 2= —
22

Déterminer les écritures exponentielles des nombres 23 et
Z4-

E (4 @ On considére les deux nombres com-

plexes donnés ci-dessous:

2 = ﬁ'ei'% ;2= \/é‘efi%

Déterminer une expression simplifiée des calculs suivants:

@21'22 @ﬂ @21+22

22

ﬁ c @ A On considére dans C les nombres

complexes z; et zo de module 1 et d’arguments respectifs «
et 8. Montrer que:

2
z21+ z
M est un réel positif ou nul.

Z1°%9

E < @ On considére les deux nombres com-

plexes suivants donnés sous leur forme exponentielle:
. 2w .
21 =2€"3 ; zpg=23e"14
Donner I'écriture exponentielle des expressions suivantes :
2 Z9
@azn  ®@ER) 2 © o
21

Indication: On donnera les mesures principales des argu-
ments

E20) §

(1) (a) Soit z; le nombre complexe admettant pour écriture
algébrique: z;=-2- \/§+2'i
Déterminer ’écriture exponentielle de ce nombre.

@ Soit z5 le nombre complexe vérifiant :
3

|zo| = \/5 ; arg(za) = Zﬂ

v e g

R c @ On considére le nombre complexe z

défini par: z=1+i
Etablir que le nombre 2% est un nombre réel.

3 c @ A Pour chacune des propositions

suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une
démonstration de la réponse choisie.

@ Soit z:3+i-\/§.

Proposition 1: Pour tout entier naturel n non nul, 23"

9. zormuze a:EUZer I

E0§ € @

On linéarise une expression de la forme cos?(z)-sin?(x), out
p,q €N lorsqu’on la transforme en une combinaison linéaire
d’expression de la forme cos(n-z) et sin(m-z), od n,meN

Etablir la linéarisation suivante:

Déterminer I'écriture algébrique du complexe z,

@ Déterminer, a votre convenance, soit ’écriture al-
gébrique, soit I’écriture exponentielle des nombres com-
plexes suivants:

@21-22 ®21+22

Indication: On donnera les mesures principales des argu-
ments

E c @ Le plan complexe est rapporté a

un repere (O; U ; v) orthonormé direct. On considére
I'application z de C dans C définie par: f:z+— 22.

On considére le complexe: a= \/§—i-\/§
@ Exprimer a sous écriture exponentielle.

@ En déduire les nombres complexes antécédents du nom-
bre a par f.

est imaginaire pur.
@ Soit z un nombre complexe non nul.
Proposition 2: Si g est un argument de z alors:
lit+z] =1+
@ Soit z un nombre complexe non nul.

Proposition 3: Si le module de z est égal a 1 alors

1
z2—i-—2 est un nombre réel.
z

https: //chingmath.fr (BEE


chapExoCorrec/6104

sacados/6104

chapExoCorrec/5366

sacados/5366

chapExoCorrec/3827

sacados/3827

Extrait Montpellier 
1982

chapExoCorrec/5381

sacados/5381

chapExoCorrec/3829

sacados/3829

chapExoCorrec/6081

sacados/6081

chapExoCorrec/8583

sacados/8583

chapExoCorrec/4325

sacados/4325

Extrait de Polynesie 
Juin 2011

chapExoCorrec/8584

sacados/8584

https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.fr

On souhaite linéariser 1’expression
F € @ b

cos3(x):
@ A Taide de la formule d’Euler et la formule du binéme,
établir: i ) ) )
3 e—31<m + 3¢ 4 3.l +631<x
cos®(x) =

8

10. zormUZe ae zgowre I

€ B

Pour tout entier naturel n et tout nombre réel 6, on a:
(cos 0 +1i-sin 9)” = cos (n@) +1i-sin (nG)

11. E:m/,rs I

€ & A

rOn rappelle les deux résultats suivants: \
® Si z est un nombre complexe non nul, on a ’équivalence
suivante :

{ |2] =7 { z = r(cosf +isin0)
—

argz = 0 a 27 prés >0

® Pour tous nombres réels a et b:

cos (a+b) = cosa-cosb—sina-sinb
K sin (a+b) = sina- cosb + sin b- cos a J

Soient z1 et zo deux nombres complexes non nuls.
Démontrer les relations:

|2122] = [21] - |z
arg(z122) = arg(z1) + arg(z2) & 2w prés.

c e A On rappelle que pour tout vecteur 1_U>

non nul, d’affixe z, on a:

12. Emerczces non-cZassés I

- c @ A Soit les nombres complexes
\/_—1—1\/_ ;o Ze=2+21 z=2

22
(1) Ecrire Z sous forme algébrique.

@ Donner les modules et les arguments de 27, 29 et Z.

L. T T
@ En déduire cos 12 et sin 17

cos(3x) + 3- cos(z)
4

c @ Pour tout nombre réel x et pour tout entier

k non-nul, établir la relation:

[(:os(:z,‘)]2k:4:1,C ( ) 3T Z( )cos (2k—20)z]

@ En déduire l'identité: cos®(x) =

@ A Paide de la formule du bindme, établir I'identité :
(cos@—i—i-sin&)3 = (4-cos(6)*—3-cosf) +i(3-sinf—4-sin(0)?)

@ A Paide de la formule de Moivre, établir les identités :

cos(30) =4-cos(0)3—3-cosf ; sin(360)=3-sinf—4-sin(6)3

2| = ||E>|| i arg(z) = (7, E}) a 2m pres.

Erérequis: on sait que si z et 2z’ sont deux nombres corrm
plexes non nuls, alors:

arg(z-z') = arg(z) + arg(z’)

Soient z et 2z’ deux nombres complexes non nuls. Démon-
trer que:

k arg (;) = arg(z) — arg(z’) J
c @ On considére deux nombres complexes z

et 2z’ non-nuls de modules respectifs r et r’ et d’arguments
respectifs 0 et ’.

@ Donner D’écriture trigonométrique des nombres com-
plexes z et 2’.

@ Montrer que le nombre complexe z-z’ est un nombre com-
plexe de module (r-7’) et d’argument (0+6).

z
@ Montrer que le nombre complexe — est un nombre com-
z

plexe de module 7% et d’argument (6—0").

- (=4 % A On considére I’équation (F) suivante :

z +2cos<5) -z+1=0

Indiquer si la proposition suivante est vraie ou fausse en jus-
tifiant votre affirmation:

“L’équation (E) a deux solutions complexes de modules égaux
al”
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