Terminale Option Experte / Nombres complexes

1. | Ecriture algébrique d’un nombre complea:e)

ED g Sachant que i2=—1, simplifier I’écriture des expres-
sions suivantes:

@ ® O @

@ j14 @ 1100 i1 @ i—3
g Déterminer ’écriture algébrique de chacun des nom-
bres complexes ci-dessous:

(a)z=302-i)+i(3+2i) (b)z=(5+24)-(1-i)

E.3 g Déterminer I’écriture algébrique de chacun des nom-
bres complexes ci-dessous:

(a) 23 =—50(5-44) —=3i (b) 24 = (5+2)-(5— 24)

2. | Fvaluation d ’ewpressions)

E.6
’&)n considere le polynéme P & coefficient dans R définie
sur C par: P=2-23422422+1

Vérifier que les trois nombres ci-dessous sont des racines

du polynoéme P:
1
Z71=—1 ; 20=1 ; 2z3=—=

2
@ On considere le polynéme @ a coefficient dans C définie
sur C par: Q=i-2?+(2+i)-2+2

Vérifier que le nombre complexe z4=2- est une racine
du polynome Q.

3. | Equations J

E.8
’g%)ans C, on considere 'équation (E) définie par:
(B): z4+2—-i=(1+1i)z
Montrer que le nombre complexe —1—2i est solution de
Péquation (FE).
@ Dans C, on considére ’équation (F') définie par:
(F): (z—1+2i)(z+2i)=2%2—1i
Montrer que le nombre complexe —i est solution de
Iéquation (F').

) §

Rappel: un nombre complexe est nul si, et seulement si,
sa partie réelle et sa partie imaginaire sont nulles.

Considérons I'équation (E): iz+2=1i

@ En notant a+i-b I’écriture algébrique d’une solution z de

’EZD E Déterminer I’écriture algébrique de chacun des nom-
bres complexes ci-dessous:

(@2 =(6+2i)°  (B)z=(2-1)°-2(1+34)>

E Soit z un nombre réel. On considére le nombre com-
plexe z défini par I’égalité:
z= (2 +24)-(1 — i)

@ Déterminer ’écriture algébrique du nombre complexe z.

@ @ Pour quelle(s) valeur(s) de z, z est un nombre réel?

@ Pour quelle(s) valeur(s) de z, z est un imaginaire pur?

E.7
%9011 considere le polynéme P défini sur C par:
P=22+322422-2

Vérifier que les deux complexes z; et zo sont des racines
du polynéme P ou:
z71=—14+1 ; zp=-1-1

@ On considere le polynoéme @ défini sur C par:
Q=2>+22+32-5

Vérifier que les deux complexes z3 et z4 sont des racines
du polynoéme @ ou:
z3=—1—21 ; z4=—-142i

léquation (E), montrer que: (be) +i~(a71) =0

@ En déduire ’écriture algébrique de 'unique solution de
Iéquation (E).

g Dans C, résoudre les équations suivantes:
(a) z42iz=1i (®)z+2—i(z+1)=0
E Résoudre, dans C, I’équation suivante:

B34+1)z—-3(52-2)=0
E.12) 8 Résoudre, dans C, les équations:

@Z_‘?:i @2_3'Z=—2-1+z

z—1 z4+1

Indication pour la seconde équation: I’ensemble C des
nombres complexes est dit integre. C’est-a-dire qu’il vérifie
la propriété pour tout nombre complexe a et b:

a-b=0 = a=0o0ub=0




4. | Conjugué: définitions )

)

Définition: pour tout nombre complexe z admettant
I’écriture algébrique a+i-b, avec a€R et beR, on appelle
conjugué du nombre complexe z, le nombre complexe,
notée z définie par: Z=a—ib

Donner I’écriture algébrique du conjugué de chacun des nom-
bres complexes suivants:

@z=1+i ®z=2i-3 (Jz=i(1+24)
’EZD E Soit z un nombre complexe.

@ Démontrer que les deux nombres suivants sont des réels:
Z2+z ; z-z

@ Démontrer que le nombre complexe z—Z est un imagi-
naire pur.

5. | Conjugué: simplification de quotient)

5 §

Méthode:

et 2’ sont deux nombres complexes.

Py 2@.8 z <
considérons le nombre défini par —, ou z
z

Pour obtenir son
o

z-z
_dontle
z -2

écriture algébrique, on considere le quotient

dénominateur est un nombre réel.

Donner D’écriture algébrique de chacun des nombres com-
plexes suivants:

1 2 3
@Z:T ®Z:2 @Z:1+2-i

E.16 g Déterminer ’écriture algébrique de chacun des nom-
bres complexes ci-dessous:

@a=2 @=- © =12

E.17 E Donner I'écriture algébrique des nombres complexes

ci-dessous:
—2+i
©m=5—

1+i 1
@ a == ® 2 =175 2+i

E.l@ E On considere les deux nombres complexes z; et z5
définis par:

241

6. | Equations de la forme a-z = b)

E.22) g Résoudre les équations suivantes et donner les
écritures algébriques de leurs solutions:

(a)iz=1+2i (b) (1+i)z=5

()dz=i-2

7. | Equations du premzier degré)

E.ZZD E Résoudre les équations suivantes:

8. | Conjugué: propriétés algébrz'ques)

z1=141 ; 2z0=5-21i

Déterminer ’écriture algébrique des nombres suivants:
@atn Da-z @a-2a
21 22
(D212 Ok~ ®

z9 Z1 — %2
E.19 E Déterminer ’écriture algébrique de chacun des nom-
bres complexes ci-dessous:

@Z:2+2-% @22374:1 @

141 1+i

V3o
1+\/§1

E.20 E Déterminer ’écriture algébrique de chacun des nom-
bres complexes ci-dessous:

@ = 3— 21 @ s = 21+_3i-i

5+ 3i

26:#1

2
Jrl—i—i

E.21 E Soit z un nombre complexe distinct de 0 et de i.
On considere les nombres complexes n, p et g dont leur affixe
est définie par: n=iz+1+i ; p=—2+1+i ; q=-i=z
z—n . 1

Z it
p—n

Etablir I’égalité suivante:

E.23) E Résoudre les équations suivantes:

(a)32+2iz2=3—i () (5-1)(2+3) =

(b) (14 24)(z — 3i) = 2+ 24 3+



E.25) g Sans effectuer de calcul, justifier que les nombres
complexes z; et zo sont des nombres complexes conjugués.

(a) z1 = (14+1)-(2-1) 5 2zo=(1—4)(2+1)
@ L i—3 L —i—3
YT o424 R B 1
()zm=01-i)p ;2= (141)°
E.26 g Pour chacun des nombres complexes ci-dessous:

® sans calcul, donner une expression du nombre complexe
conjugué du nombre z;

® puis, donner I’écriture algébrique du nombre complexe Z.

(a) z= (2 —i)(5+34) (b) z=1-(3+24) —3+i

9. | Equations avec z et z )

)

Rappels: un nombre complexe est nul si, et seulement si,
sa partie réelle est nulle et sa partie imaginaire est nulle.
Ainsi, pour z€C, cette propriété se traduit par:

z=0 < R(2)=0et I(2)=0

Déterminer les valeurs des réels a et b réalisant 1’égalité suiv-
ante:

2:a+b-(2+i) —3i=a-(i—2) +b-(1—2:i)

g Résoudre les équations suivantes:

10. Formule du binome )

[} Etablir égalité:  (24+)° = —38+41
E Donner I’écriture algébrique du nombre:

11.) Suzite )

(1) Simplifier I'écriture de I'expression suivante :
A=1+i+i*41

12./ Cours - Nombres complewes)

@@ Prérequis

Soit z un nombre complexe tel que z=a+i-b ou a et b sont
deux nombres réels.
On note Z le nombre complexe défini par: Z=a —1ib

Questions

E.27) E Pour chacun des nombres complexes, déterminer
I’écriture algébrique de leur conjugué:

@Z:5 2 @Z:(3—2-i)(1—i)

i—2

141
E On considere les deux nombres complexes z1 et 23 :
3—2i 3421
z1 = =
L T N

@ Que peut-on dire des nombres complexes z; et 237

@ @ Déterminer ’écriture algébrique du nombre 2.
@ En déduire 'expression de z1+2z2 et 21 —2o.

()z+z=6 ®)z+z=i

()z+2z=8+i (A)iz+2(2—5)=0
@ g Résoudre les équations suivantes:

(a)3+iz+2i=2 (b)(B+1)2-3(52-2) =0
@ E Résoudre les équations suivantes:

@ —2-=1 (B O-7)(iz+2) =2

z+1

z =

(1+1)"

M=

ES
Il
=}

@ Déterminer ’écriture algébrique du nombre complexe :
B=1+i+i+---4i%

@ Démontrer que, pour tous nombres complexes z et 2’ :
Xz = zx2

@ Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul et
tout nombre complexe z:

= (z)"



E.37 )Restitution organisée de connaissance E.38)

Prérequis: le module d’'un nombre complexe z quel-
conque, noté |z|, vérifie |z|? = 2z o1 Z est le conjugué de
z.

On suppose connu le fait que pour tout nombre complexe
z=z+i-y ou R et y€R, le conjugué de z est le nombre
complexe défini par: z=z—iy

D Démontrer que:
€montrer que: ® pour tous nombres complexes zy et zo:

® Pour tous nombres complexes 21 et z9: 21-29 = 21°22 |21 ><z2| _ |21 | % |22’

® Pour tout nombre complexe z et tout entier naturel non ® pour tout nombre complexe z non nul :

nul: zr=z". 1
HEF
13.) Exercices non-classés |
Déterminer I’écriture algébrique du nombre complexe D/émo.nFrerj a l'aide d'un rz-zisonnement par récurrence,
. 1—i I’égalité suivante pour tout entier naturel n:
z défini par: =1h (14 j)2ntt = —jn+2

1
On considere le nombre complexe: j= —7+i~ﬁ .

2 2



