Terminale Option Experte / Opérations sur les matrices

1. a aaztzon I

Bl € &

[Définition: soit m, n deux entiers naturels non—num
(mneN*). On considére deux matrices A et B de di-
mensions mxn et on note respectivement a;; et b;; leurs
coeflicients.

La somme des matrices A et B est la matrice de di-
mensions mxn notée A4+B dont les coeflicients c;;, sont
définis par:

\_ G =i +by Vic[l;m] ;5 Vie[l;n] - J

Effectuer les additions de matrices suivantes:

2. Multiplication par un reel et addition

3] & @

Définition: soit A un nombre réel (A€R) et A une mh
trice de dimension mxn (m,neN*) dont les coefficients
sont notés a;;

On appelle produit de la matrice A par le scalaire
A, la matrice de dimensions mxn notée A-A et dont les
coefficient b;; sont définis par:

\ bij=>\~aij Vie[[l;m]] 2 ViG[[].;m]] J

3. 22 uthE!zcatzon |

e @

[Définition : soit m, m, p trois entiers naturels non—nuh
(m,n,peN*).
On considére les deux matrices A et B de dimensions re-
spectives mxn et nXp. Le produit de la matrice A par
la matrice B est une matrice de dimensions mxp dont les
coefficiens ¢;; sont définis par:

-T¥94

® Of 100
cijzz:aikxbkj vie[l;m] ; Vje[l;p] %
\_ k=0 [=12%

Veérifier les égalités suivantes:

o (1))

\°

2
1 5
31 5 4
11
©®) 1 - =13 2
2 1
2 1 4 3

-4 0 1 11 -3
@ 1 2 0) - (0 1 4)
E c e Effectuer les opérations suivantes:
10 2 0 21
@ ( 1 —1> * (—1 -1 0)
2 3 5 =2 -2 1
()20

S

Effectuer les opérations suivantes :

-1 10
1 0
13
22 1 4 L 2
@ - ® s -3
-2 0 0

E c @ Effectuer les produits suivants de matri-

ces:
-1 3 0 2
2 -1 1 2 -1 1
™o -2 1|1 3 21
1 0 1 0 1 1
R c @ Effectuer les produits de matrices suiv-
antes:

o2 () o))

E c @ Effectuer les produits de matrices suiv-

antes:
1 1 0 4 -1 2 1 1
: 1 02 2 |- -2
®(} 1)) ®
2 -2 31 1
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c e Une entreprise nécessite chaque année des

fournitures de bureau pour faire fonctionner ses départements
“administratifs’ et “productions’. Le tableau ci-dessous re-
cense ses besoins pour une année en milliers d’unités:

Rames de Tubes de

feuilles (M) Stylo (Mz) | colle (M3)
Administration (D) 3 4 1
Production (D3) 1 2 3

Un appel d’offres est lancé auquel répondent deux entreprises.
Le tableau ci-dessous représente le prix unitaire en euros de
chacun des fournitures nécessaires a cette entreprise :

4. AVMEMMMMMMHJT{:’

i € B

[Définition: on appelle matrice identité d’ordre n
(n€N*) la matrice carré d’ordre n dont les coefficients ont
pour valeur 1 sur la diagonale principale et 0 ailleurs. On
la note I,.

1 Vie[ln]
V(i.j) € [1;n]? et i#j

s
Pour I, = (a;;), on a:{ a;; 0

9.  Commutativitée de la multiplication

0l € &

Définition: soit A et B deux matrices carrés d’ordre n
(neN*), on dit que le produit des matrices A et B est
commutatif si:

A-B=B-A

@ Effectuer les deux produits matriciels suivants:

oL @)L

@ Effectuer les deux produits matriciels suivants:

6.
E c @ Soit a et b deux nombres réels vérifiant

I’égalité ci-dessous:

() ()= )

Déterminer les valeurs des réels a et b.

Rames de Tubes de
feuilles (M) Stylo (Mz) | colle (M3)
Fournisseur 9 3 1
PasTropCher (F})
Fournisseur 3 1 9
BonPrix (F3)

(1) (a) Ecrire la matrice A= (a;;) o le coefficient a;; est
la quantité du matériel M; nécessaire au département
D;.

@ Ecrire la matrice B= (b;;) ou le coefficient b;; est le
prix proposé par le fournisseur F; pour le matériel M;.

@ Effectuer le produit matriciel suivant: A - B.

@ @ Afin de réaliser des économies, quel fournisseur
P’entreprise doit choisir.

@ Pour ce fournisseur, donner le montant de ’achat des
fournitures de bureau.

@ Effectuer les produits matriciels suivants:

@, 1) ( ] ®
3 4 0 1
@ Que peut on donner comme caractéristique & une matrice

ne comportant que des 1 sur sa diagonale principale et
des zéros ailleurs?

o O =
oS = O

0 1
0]-1 4
1 7

oo ot N
Nel o RN

o() 6y o))

@ Peut-on obtenir une régle sur les produits A-B et B-A
de deux matrices?

R c e On considére les deux matrices suiv-

antes:

1 -2 2 6
A= ;. B=
2 —4 1 3
@ Démontrer que: A-B =0
@ Déterminer la matrice produit B-A.

ﬁ c @ Soit a, b et ¢ sont trois nombres réels

réalisant ’égalité suivante:

3 1 4 a
2 =1 0| b |=
1 -1 1 c -1

Déterminer les valeurs des réels a, b ¢
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Soit a, b et ¢ solutions de I’équation :
le@

4 -2 1 a 7
1 2 3 b | = 7
2 —6 -5 c -7

7. zzstrzEuthte |

E c @ On considére les deux matrices suiv-

antes:

(o) o)

@ Calculer: A-+B.

(2) (a) Calculer: (A+B)*

@ Calculer: A%?+2-A-B+B?

@ En tenant compte des propriétés algébriques du pro-
duit matriciel, donner le développement de ’expression

8. zuzssances n-ieme ;ze mazmcesl

R c @ On considére la matrice: A=

-3 -3 1
2 2 -1
-2 -3 0

@ Déterminer la matrice A2.
@ En déduire I'expression de A'0!

E c e On considére la matrice: A=
-2 1

)

Déterminer I'ensemble des triplets (a;b;c) solutions de cette
équation.

(A+B).
E c @ Soit A une matrice carrée d’ordre n et
la, matrice unité I,, d’ordre n.

@ Développer les expressions suivantes :

(a) (2A+1,)-(I, — A) ) (A+21,)°

@ Evaluer chacune de ces deux expressions dans le cas oti:

4 -1
n=2 ; A=

@ Déterminer les matrices A% et A3.
@ En déduire I'expression de A%°.

3 c @ On considére la matrice: A=

()

(1) Etablir I'égalite: A% = —8.I
(2) En déduire expression de A'!

=‘llll.!‘!lllll'll“_ll_l'-‘l‘l"-l'-lll'l.lllﬂ'""l_“ll'ﬂll'“ll-‘.-‘_".H.'.HM'.-‘I""-'

R c e On considére la matrice A définie par:

(27

Déterminer I'expression de la puissance n-iéme de la matrice

A.
E c @ On considére la matrice A définie par:

1 -4 —4
A= -1 1 2
1 -2 =3

Déterminer I'expression de A™ pour tout entier naturel n non-
nul.

R c e On considére les matrices A et B

définies par:

1 -3 -3 -2 -1 1
A= -2 2 3 ; B= 1 0 -1
2 -3 -4 -2 =2 1

@ Déterminer les carrés des matrices A et B.

@ Pour tout entier nature n, déterminer une expression de
A™ et une expression de B™.

E c e On considére la matrice A définie par:

1 -1
A:
3 =2
Déterminer I'expression de de la puissance n-iéme de la ma-

trice A.
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E c @ On considére la matrice A définie par:
-3 -1
3

3

T
A

10.

-E (¢ @ On considére la matrice A= <1 1)

1

. 1
Etablir, que pour tout n€N, on a: A"= (0 ?)

R c @ Montrer que pour tout entier naturel

non-nul n, on a:

6o -G o)

E c @ A On considére la matrice B carrée

d’ordre 3 définie par:
5 1

1
12 1 3

p=| 2 11
12 1 3
111

6 2 3

11. zgatmce mnverse |

20§ € B

Définition: soit n un entier naturel non-nul et A et B deux
matrices carrées d’ordre n.

On dit que la matrice B est la matrice inverse de la
matrice Asi: A-B=1, ; B-A=1,

On considére les deux matrices A et B suivantes:

-1 1 3 -2 -2 -1
A= 1 -2 =5 i B=| -1 1 2
-1 2 4 0 -1 -1

Déterminer I'expression de de la puissance n-iéme de la ma-
trice A.

Etablir, & 'aide d’un raisonnement par récurrence, que pour

tout entier n supérieur ou égal a 2, la relation:
B" = B?

E c @ On considére la matrice A = (i 0)

1

) 2" 0
Etablir, que pour tout entier naturel n: A" = <2n 1 1)

R c @ A Montrer que pour tout entier na-

turel n, on a:

5 —4\ (223 4o
3 -2 3x2" —3 4 —3x2n

@ Déterminer les matrices des produits A-B et B-A.
@ Que peut-on dire des matrices A et B?

E c @ On consideére les deux matrices A et B

suivantes :
1 -2 =2 -1 0 -2
A= -2 1 2 7 B= 0 -1 2
-1 1 1 -1 1 -3

@ Déterminer les produits A-B et B-A.
(2) Que peut-on dire des matrices A et B?

- E c @ On considére la matrice carrée A

d’ordre 3 définie par:

1 -2 -2
A= -1 0 -2
-1 =2 0

@ @ Déterminer la matrice A2+ A.

@ Exprimer la matrice inverse de A en fonction A et de
I.

@ En déduire la matrice inverse de la matrice A.

R c @ On considére la matrice carrée A

d’ordre 3 définie par:

1 -2 -1
A= -2 1 1
-2 2 0

@ @ Déterminer la matrice A2—3x A.

@ Exprimer la matrice inverse de A en fonction de A et
de I. 3.

@ En déduire la matrice inverse de la matrice A.
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0l € B

Définition:

a b

c d
On appelle déterminant de la matrice A, noté det(A),
le nombre: det(A)=a-d—1b-c

On considére A la matrice définie par: A=

Déterminer le déterminant des matrices suivantes:

) ) ()
5 € B

' Proposition:

On considére la matrice A= La matrice A est

c
inversible si, et seulement si, det(A)#0.

d —b
On a alors: A~ = m- < )
k C a

Déterminer les inverses des matrices suivantes:

o) o) oy

J

E c @ Etablir que chacune des matrices ci-

dessous sont inversibles et déterminer l’expression de leurs
matrices inverses:

©(i ) o) o)

it n un entier naturel non-nul. On considére A et B

deux matrices carrées d’ordre n inversible et A un nombre
réel non-nul.

@ Montrer que le produit A-B est une matrice inversible
dont on précisera 'inverse.

@ Montrer que la matrice A-A est une matrice inversible
dont on précisera l'inverse.

@ On considére les deux matrices A et B suivantes:
4 3 3 —4
A= . B=

)

1 0 -2 3

Montrer que la relation suivante est fausse:
(A+B) ' =A 4Bt
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