Terminale Spécialit¢ / Annales sur les suites

1. Etuaes ae suites I

c @ A Soit u la suite définie par ug=2 et,

pour tout entier naturel n, par:
Upt1 = 2:Up + 202 —n

On considére également la suite v définie, pour tout entier
naturel n, par:
Up = Uy + 202 +3n+5

@ Voici un extrait de feuille de tableur:

A B C
1 n u v
2 0 2
3 1 4 14
4 2 9 28
5 3 24 56
6 4 63
7
8

Quelles formules a-t-on écrites dans les cellules C2 et B3
et copiées vers le bas pour afficher les termes des suites
u et v?

@ Déterminer, en justifiant, une expression de v, et u, en
fonction de n uniquement.

(=4 @ A On considére la suite (u,,) définie par:

up =0 ; Upt1 =Up+2n+2 pourtout n€N
@ Calculer uy et us.

@ On considére les deux fonctions ci-dessous, extrait
d’algorithmes, prenant pour argument un entier n:

Algorithme 1 Algorithme 2
Fonction f(n) Fonction f(n)

u 0 u+0

Pour i allant de 1 & n Pour i allant de 0 & n-1
U ut2:i+2 U ut2-i+2

Fin pour Fin pour

Renvoyer u Renvoyer u

De ces deux fonctions, laquelle renvoie la valeur du terme
Uy, de rang n, la valeur fourni en argument lors de ’appel
a la fonction?

@ A T’aide de algorithme, on a obtenu le tableau et le nu-
age de points ci-dessous ou n figure en abscisse et u, en

ordonnée.
ol o 160
1] 2 140
2| 6
31 12 120
4120 | 100
5| 30
6| 42 80
7| 56 60
8| 72
9 90 40
10| 110 20
11| 132
12| 156 0 12345 6 7 8 9101112

@ Quelle conjecture peut-on faire quant au sens de vari-
ation de la suite (un)7
Démontrer cette conjecture.

@ La forme parabolique du nuage de points améne & con-
jecturer I'existence de trois réels a, b et c tels que, pour
tout entier naturel n: wu, =a-n’>+b-n+c.

Dans le cadre de cette conjecture, trouver les valeurs
de a, b et ¢ a ’aide des informations fournies.

@ On définit, pour tout entier naturel n, la suite (vn) par:
Uy = Upt1 — Un
@ Exprimer v, en fonction de I'entier naturel n. Quelle
est la nature de la suite (vn)?
@ On déﬁni;cl, pour tout entier naturel n:
Sn:ka:vo+v1+---+vn

k=0
Démontrer que, pour tout entier naturel n:

Sp=(Mn+1)(n+2)

@ Démontrer que, pour tout entier naturel n:
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Sn = Unp+1 — Uo,
puis exprimer u, en fonction de n.
ee M
(1) On considére la fonction f, donnée ci-dessous et issue

d’un algorithme, prenant les arguments a, b, N de valeurs
entiéres non-nul :

Fonction f(a,b,N)
u < a
v < b
n< 0
Tant que n<N
n < nt+l
a+b
2
a’ +b?
2

u <

A

a < u

b + v.
Fin Tant que
Renvoyer (u; v)

Reproduire et compléter le tableau suivant, en faisant y
indiquant les valeurs prises par les variables de la fonc-
tion f lors d’une exécution pas a pas et lorsque 'appel est
effectué avec les valeurs a=4, b=9 et N=2. Les valeurs
successives de u et v seront arrondies au milliéme.

a b u v

n
0 4 9
1
2

Dans la suite, a et b sont deux réels tels que 0 <a <b.

On considére les suites (un) et (vn) définies par:
ug=a, vog=>= et, pour tout entier naturel n:

Up +Up qu + Ufl
Un+1 = 2 ;o Un41 = 9

@ @ Démontrer par récurrence que, pour tout entier na-
turel n, on a:
Up >0 3 v, >0
@ Démontrer que, pour tout entier naturel n:
2 2 _ Up — Un 2
UnJrl - un+1 - D)
En déduire que, pour tout entier naturel n, on a:
Up < Up.

@ @ Démontrer que la suite (un) est croissante.

@ Comparer v2; et v2. En déduire le sens de variation
de la suite (vn).

c @ A On considére la suite de nombres réels

(un) définie sur N par:

ug = -1
1
Uy = =
2
1
Up42 = Uptl — Z-un pour tout entier naturel n.

@ Calculer us et en déduire que la suite (un) n’est ni arith-
métique ni géométrique.

@ On définit la suite (vn) en posant, pour tout entier na-
1

turel n: Un:un+1_§
@ Calculer vyg.

@ Exprimer v, en fonction de v,,.

Uy,

1
@ En déduire que (vn) est géométrique de raison 5
@ Exprimer v, en fonction de n.
@ On définit la suite (wn) en posant, pour tout entier na-

n
turel n: w,=—

Un,
@ Calculer wy.

@ En utilisant I’égalité u, 1 :vn—i—%un, exprimer wy4+1
en fonction de u,, et de v,.

@ En déduire que pour tout n de N:  wy, 41 =w,+2.

@ Exprimer w,, en fonction de n.

@ Montrer que pour tout entier naturel n:

_2n-—1
Un =~
@ Pour tout entier naturel n, on pose:
k=n
Sp = Zuk=uO+u1+-~-+un
k=0
Démontrer par récurrence que pour tout n€N:
g _o 2n+3
n — - on
E.5 c @ m La suite (un) est définie par:
1
up =1 ; Upy1 = 5“” +n — 1 pour tout n€N

@ @ Démontrer que pour tout n>3: u, >0.
@ En déduire que pour tout n>4: wu,>n—2.
@ En déduire la limite de la suite (uy,).

@ On définit la suite (v,) par: v, = 4u, —8n + 24

@ Démontrer que (vy,) est une suite géométrique décrois-
sante dont on donnera la raison et le premier terme.

@ Démontrer que pour tout entier naturel n:
1\n
Uy = 7.(5) +2n— 6.

@ Vérifier que pour tout entier naturel n, u,=z,+y,
ol (z,) est une suite géométrique et (y,) une suite
arithmétique dont on précisera pour chacune le pre-
mier terme et la raison.

n
@ En déduire I'expression de Sn:Zuk en fonction de

k=0
n.
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2. Euztes: variations et szztesl

# @ & Partie A

Soit (un) la suite définie par son premier terme ug et, pour
tout entier naturel n, par la relation:
Upt1 = aUp + b (a et b réels non nuls tels que a#1)
b
1-a
@ Démontrer que, la suite (vn) est géométrique de raison
a.

On pose, pour tout entier naturel n: v, =u,

@ En déduire que si a appartient a 'intervalle ] —-1;1 [, alors
. . b
la suite (un) a pour limite —.
1—a

Partie B

En mars 2015, Max achéte une plante verte mesurant 80 cm.
On lui conseille de la tailler tous les ans, au mois de mars, en
coupant un quart de sa hauteur. La plante poussera alors de
30 ¢m au cours des douze mois suivants.

Dés qu’il rentre chez lui, Max taille sa plante.

@ Quelle sera la hauteur de la plante en mars 2016 avant
que Max ne la taille?

@ Pour tout entier naturel n, on note h,, la hauteur de la
plante, avant sa taille, en mars de 'année (2015+n).

@ Justifier que, pour tout entier naturel n:
hn+1 = 0,75-h,, + 30

@ Conjecturer & ’aide de la calculatrice le sens de varia-
tion de la suite (hn) Démontrer cette conjecture (on
pourra utiliser un raisonnement par récurrence).

@ La suite (hs,) est-elle convergente? Justifier la réponse.

c @ m Le but de cet exercice est d’étudier les

suites de termes positifs dont le premier terme ug est stricte-
ment supérieur a 1 et possédant la propriété suivante: pour
tout entier naturel n>0, la somme des n premiers termes
consécutifs est égale au produit des n premiers termes consé-
cutifs.

On admet qu’une telle suite existe et on la note (un) Elle
vérifie donc trois propriétés:

® uy>1

® pour tout n>0, u, >0

® pour tout n>0: wugtui+-+uUp_1 =UgXUL X XUp_1
@ On choisit ug=3. Déterminer u; et us.

@ Pour tout entier n>0, on note:
Sp=UgFUL+FUp—1 =Ug XU X XUp_1-
On a en particulier s; =wug.

@ Vérifier que pour tout entier n>0:
Sp41=S8n+Un et 5,>1
Sn

@ En déduire que pour tout entier n>0: wu,= 1
Spn—

@ Montrer que pour tout n>0: wu,>1.

@ On souhaite que la fonction f ci-dessous renvoie la valeur
d’un des termes de la suite (un) ol les arguments u et
n de la fonction sont respectivement le premier terme de
la suite (un) et le rang du terme souhaité.

Fonction f(u,n)
S < u
Pour i allant de 1 & n
u <+ ...
S < ...
Fin pour

Renvoyer u

@ Recopier et compléter la partie traitement de
I’algorithme ci-dessus.

@ Le tableau ci-dessous donne des valeurs arrondies au
milliéme de u,, pour différentes valeurs de I’entier n :

n 0 5 10 20 30 40
Un 3 | 1,140 | 1,079 | 1,043 | 1,030 | 1,023

Quelle conjecture peut-on faire sur la convergence de
la suite (un)7

@ @ Justifier que pour tout entier naturel n>0: s, >n.

@ En déduire la limite de la suite (sn) puis celle de la
suite (uy).
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c @ A L’objet de cet exercice est d’étudier la

suite (un) définie par:

1 7
ug =3 ; un+1:§-(un+u—> pour tout n€N

n

On pourra utiliser sans démonstration le fait que pour tout
entier naturel n, u, >0.

@ On désigne par f la fonction définie sur l'intervalle

]0;+oo[par:
i@ =g(e+l)

Démontrer que la fonction f admet un minimum.
En déduire que pour tout entier naturel n: wu, > /7

@ @ Soit n un entier naturel quelconque. Etudier le signe
de Up41—Up.

@ Pourquoi peut-on en déduire que la suite (un) est con-

vergente?
@ On déduit de la relation (x) que la limite ¢ de cette
. 1 7
suite est telle que: €=§~(£+Z>.

Déterminer /.

@ Démontrer que pour tout entier naturel n:

3. Euztes et zoaarztzmes I

c @ Partie A

On considére la suite (un) définie par:
1+ 3u,

34+ uy,

On admet que tous les termes de cette suite sont définis et
strictement positifs.

Uy =2 ; Upt1 = pour tout entier naturel n

@ Démontrer par récurrence, que pour tout entier naturel

n,ona: uU,>1

@ @ Etablir que, pour tout entier naturel n, on a:

(1 —un)(d 4 un)
U — Uy =
a " 3+ un,
@ Déterminer le sens de variation de la suite (un)
En déduire que la suite (un) converge.

Partie B
On considére la suite (un) définie par:
2 L+ 0,5un tout enti turel
Uy = ;o = ——— pour tout entier naturel n.
0 n+1 05+ u, 1%

On admet que tous les termes de cette suite sont définis et
strictement positifs.

@ On consideére 'algorithme suivant :

u <+ 2
Pour i allant de 1 a n
1+0,5u

0,5+u
Fin Pour

u <

Reproduire et compléter le tableau ci-dessous indiquant
les valeurs prises par les variables i et u lors de
I’exécution pas a pas de cet algorithme. Les valeurs de u
seront arrondies au milliéme.

(1~ V7)°

1
un+1_ﬁ:§' "

@ On définit la suite (dn) par:

1
dy=1 ; dpy1= §'dn2 pour tout n€N
@ Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel
n:
Un — /7 < dp
@ Voici une fonction issue d’un algorithme prenant pour
argument p qui est un entier naturel.

Fonction f(p)

d « 1

n<+< 0

Tant que d>107P
d < 0,5.d2
n < n+l

Fin Tant que
Renvoyer n

En appelant la fonction avec la valeur 9, la valeur ren-
voyée est le nombre 5.

Quelle inégalité peut-on en déduire pour ds?

Justifier que us est une valeur approchée de ﬁ a107?
prés.

@ Pour n=12, on a prolongé le tableau précédent et on a
obtenu:

1| 4 ) 6 7 8 9 10 11 12

1(1,0083|0,9973(1,0009|0,9997(1,0001{0,99997|1,00001|0,999996|1,000001

Conjecturer le comportement de la suite (un) a infini.

@ On considere la suite (vy,) définie, pour tout entier na-

turel n par:
Uy — 1

Uy + 1

@ Démontrer que la suite (vn) est géométrique de raison

Up =

-3
@ Calculer vg puis écrire v,, en fonction de n.

@ @ Montrer que, pour tout entier naturel n, on a:
vp#L.

@ Montrer que, pour tout entier naturel n, on a:
Uy = —ttn
" l—w,

@ Déterminer la limite de la suite (un)
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c @ m On administre & un patient un

médicament par injection intraveineuse. La quantité de
médicament dans le sang diminue en fonction du temps.

Le but de I'exercice est d’étudier pour différentes hypothéses,
I’évolution de cette quantité minute par minute.

@ On effectue a linstant 0 une injection de 10mf de
médicament. On estime que 20% du médicament est
éliminé par minute. Pour tout entier naturel n, on note
uy, la quantité de médicament, en mf, restant dans le
sang au bout de n minutes. Ainsi, ug=10.

@ Quelle est la nature de la suite (un)7

@ Pour tout entier naturel n, donner ’expression de u,,
en fonction de n.

@ Au bout de combien de temps la quantité de médica-
ment restant dans le sang devient-elle inférieure & 1%
de la quantité initiale? Justifier la réponse.

@ Une machine effectue a 'instant 0 une injection de 10 m/¢
de médicament. On estime que 20 % du médicament est
éliminé par minute. Lorsque la quantité de médicament
tombe en dessous de 5 m/, la machine réinjecte 4mf de
produit.

Au bout de 15 minutes, on arréte la machine.

Pour tout entier naturel n, on note v, la quantité de
médicament, en m¥, restant dans le sang & la minute n.

L’algorithme suivant permet, au travers des valeurs
prises par la variable v, d’obtenir la quantité restante
de médicament minute par minute.

v < 10
Pour n allant de 1 a 15
v < 0,8Xx v
Si v<b
Alors v <+ v+4
Fin Si

Fin Pour

@ Calculer les éléments manquants du tableau ci-dessous
donnant, arrondie a4 1072 et pour n supérieur ou égal
a 1, la quantité restante de médicament minute par
minute obtenue avec ’algorithme.

n | 0 1 2 | 3| 4|5 |6 |7
ve | 10 | 8 | 64 8,15

n | 8 | 9 | 10| 11| 12| 13| 14| 15
vn | 6,52 | 5,21 | 8,17 | 6,54 | 5,23 | 8,18 | 6,55 | 5,24

@ Au bout de 15 minutes, quelle quantité totale de
médicament a été injectée dans I'organisme?

@ On souhaite programmer la machine afin qu’elle in-

4. Euztes et mtearatzons I

c @ m On considére les suites (un) et (vn)

définies, pour tout entier naturel n non nul, par:

Uy = 1
1 . —ay — >
Up = Un_1 + = pournz2 Uy =Up—Inn pour n>1
n

@ @ Calculer us, us et uy.

jecte 2mf de produit lorsque la quantité de médica-
ment dans le sang est inférieure ou égale a 6 mf et
qu’elle s’arréte au bout de 30 minutes.

Recopier algorithme précédent en le modifiant afin,
qu’en fin d’exécution, la valeur de la variable b soit la
quantité de médicament, en m¥¢, restant dans le sang
minute par minute avec ce nouveau protocole.

@ On programme la machine de facon que:
® 3 l'instant 0, elle injecte 10 m{¢ de médicament,
® toutes les minutes, elle injecte 1 m¢ de médicament.

On estime que 20 % du médicament présent dans le sang
est éliminé par minute.

Pour tout entier naturel n, on note w, la quantité de
médicament, en m{, présente dans le sang du patient au
bout de n minutes.

@ Justifier que pour tout entier naturel n:
Wp41 = 0,8w, + 1.

@ Pour tout entier naturel n, on pose: z,=w,—5.
Démontrer que (zn) est une suite géométrique dont on
précisera la raison et le premier terme.

@ En déduire ’expression de w,, en fonction de n.

@ Quelle est la limite de la suite (wn)? Quelle interpré-
tation peut-on en donner?

FD::@sA
(1) Soit u la suite définie par:
ug = 0

Up41 = pour tout entier naturel n.

2 —uy,
@ Calculer uy, us et uz. On exprimera chacun de ces
termes sous forme d’une fraction irréductible.

@ Comparer les quatre premiers termes de la suite u aux

quatre premiers termes de la suite w définie sur N par:
n

n+1
@ A Taide d’un raisonnement par récurrence, démontrer
que, pour tout entier naturel n: wu,=w,.

Wy =

@ Soit v la suite de terme général v,, défini par:

v, =1n
" n+1
ou In désigne la fonction logarithme népérien :

@ Montrer que: vy +vo +v3 = —1In4

@ Soit S, la somme définie pour tout entier naturel non
nul n par: S, =vi +vo+ -+ v,
Exprimer S, en fonction de n.
Déterminer la limite de S,, lorsque n tend vers +o0.

@ Montrer que, pour tout entier naturel m non nul:
n
1
w3
k=1
@ @ Montrer que, pour tout entier naturel £ non nul:

L !
ki1 ), 2%k
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@ En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égal &
2, on a les inégalités suivantes:

1
Up,—1<Inn<u,—— ; 0<v,<1
n

@ @ Montrer que, pour tout entier naturel n non nul:

1 n+11
vn+1—vn=n+1—/n ;dx

@ En déduire le sens de variations de la suite (v,,).

@ Montrer que la suite (v,) converge. On note v la limite
de la suite (v,) (on ne cherchera pas & calculer ).
Quelle est la limite de la suite (uy,)?

our tout entier naturel n non nul, on considére la fonc-
tion f,, définie sur ]0 ; +oo[ par:

fn(x) —lnz+ L1
n

@ Déterminer les limites de f;,, en 0 et en o0 puis étudier
le sens de variations de f;,.

@ Montrer que I’équation f,(x)=0 admet une unique so-
lution dans }0 ;400 [ On note «, cette solution. Mon-
trer qu’elle appartient a Dintervalle [1;e].

Le plan est rapporté & un repére orthonormé
(2 Le plan, pp p

(O; 137 k;) On note (I') la courbe représentative
de la fonction logarithme népérien.

@ Soit n un entier naturel non nul. Déterminer une équa-
tion de la droite A,, passant par le point A de coor-
données (0;1) et le point B,, de coordonnées (n;0).

5. Emerczces non-cZassés I

# @ m Polynésie Juin 2018

@ Faire un croquis représentant la courbe (I') et les
droites A1, Ag et As.

@ Montrer que «,, est I’abscisse du point d’intersection
de (T') avec A,,.
@ Préciser la valeur de oy puis faire une conjecture sur
le sens de variation de la suite (ay)).
@ @ Exprimer In(a,) en fonction de n et ay,.

@ Exprimer f,11(c,) en fonction de n et de ay, et véri-
fier que:

fn+1(an) <0
@ Déduire de la question précédente le sens de variation
de la suite (av,).

@ Montrer que la suite (ay,) converge. On note £ sa lim-
ite. Etablir que In¢=1 et en déduire la valeur de /.

@ On désigne par 2, le domaine délimité par la courbe
(T), Paxe des abscisses et les droites d’équation: z=cq,
et r=e.

@ Calculer 'aire du domaine &, en fonction de «,, et

. , Lo
montrer que cette aire est égale a —=.
n

S

(07

@ Etablir que: (e—ay,)lna, <2< (e—ay,)

3|

(¢) En déduire un encadrement de n(e—ay).

@ la suite de terme général n(e—a,,) est-elle convergente?
Ce résultat permet-il d’apprécier la rapidité de la con-
vergence de la suite (a;,)?
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