Terminale Spécialité / Limites de fonctions numériques

1. Rappels: généralités J

Questionnaire a choix multiples:

Pour chaque question, une seule des trois réponses est exacte.
Une bonne réponse rapporte 0,5 point une mauvaise réponse
enléve 0,25 point; 'absence de réponse donne 0 point. Si le
total des points est négatif, la note globale attribuée est 0.

Soit f une fonction définie et dérivable sur l'intervalle ]f
5; +oo[ dont le tableau de variations est donné ci-dessous:

T -5 -1 0 2 +00
-3 4
Variation
de f
—00 -5 -4,5

On désigne par € la courbe représentative de f:
@ Sur l'intervalle ]—5 : +00 [, léquation f(x)=-2:
@ admet une seule solution
@ admet deux solutions
@ admet quatre solutions.
@ Sur l'intervalle ]75 ;00 [, la fonction f:
@ admet pour minimum la valeur —5;
@ admet pour maximum la valeur 4;
@ admet deux maximums.

@ On sait que l’équation de la tangente a % au point

d’abscisse 2 est:
®y=4@z-2) (Da=4

(@)y=4

On considere une fonction f définie et dérivable sur cha-
cun des intervalles ]—oo ; —2[ et ]—2 ; —|—oo[.
La fonction f admet le tableau de variation ci-dessous:

x —00 -2 1 o +00
+00 +00 +00
Variation /
de f / 0
—00 -1

oll « est le nombre réel strictement supérieur a 1 tel que
fa)=0.

On appelle € la représentation graphique de la fonction f

R . - 7
dans un repere orthonormé (O; 157 )

Dire pour chacune des cinq affirmations suivantes si elle est
“vraie” ou si elle est “fausse” ou si “on ne peut pas conclure”.
Aucune justification n’est demandée.

Le baréme est le suivant :
® (0,5 point par réponse exacte;

® (0,25 point par réponse fausse;
® ( point pour absence de réponse.
Il n’y aura pas de note globale négative.
@ L’équation f(z)=1 admet exactement deux solutions.
@ f(z) <0 pour tout xe]—5;—2[.
@ Si—2<z<l et z<a’ alors f(z)<f(a).
@ f'(z) <0 pour tout z€|—o0; —2[.

_>
E.3 )Le plan est muni d’un repeére orthonormé (O; i

57 )
On considere une fonction f dérivable sur I'intervalle [—3 ; 2] .

On dispose des informations suivantes :
o j(0)=-1

® la dérivée [ de la fonction f admet la courbe

représentative ¢’ ci-dessous.

S

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie
ou fausse et justifier la réponse.

@ Pour tout réel = de Dintervalle [—3; 1], f/(z)<0.
@ La fonction f est croissante sur l'intervalle [—1 ; 2].
@ Pour tout réel x de I'intervalle [73 ; 2] : fz)>—1

@ Soit € la courbe représentative de la fonction f. La tan-
gente a la courbe € au point d’abscisse 0 passe par le
point de coordonnées (1;0).

2. | Rappels: polynémes du second degré)

E.4 )Chacun de ces polynomes admettent au moins une
racine parmi ’ensemble suivant :
{-2;-1;1;2}

Utiliser ce renseignement pour effectuer ” rapidement” la fac-
torisation de chacun des polyndémes suivants:



@x2+2x—8 @21:2—433—6
@m2+m—6 @3:102—437—1—1
@m3+x2—2m @5x2+3x—2

Dresser le tableau de wvariations de chacun des
polyndmes du second degré suivant :

@xQ—Sx—I—l @—3x2+x—1

(¢) 2(x +1)(2z — 1) (@) (2—x)(4+ )
E.6 )Résoudre les équations suivantes:
(b) 322 —4x+2=0
(d) 222 —42+2=0

@—x2+4x+3=0

@3x2+4x+120
(c) 2> +224+3=0
(e) =322 +3x+3=0

@@F&ctoriser, si possible, les polynémes du second degré
ci-dessous:

(a) 322 +42+1 (b) 322 +4z -1 (c)—42®+5z

(Wa?+20-1 (o) -a?+4z+1 (f)32% —da+2

Dans le plan muni d’un repere (O i1 J ), on considere

3./ Rappels: dérivées )

On considere la fonction f dont I'image de z€R est
défini par le polynéme suivant du second degré:
flx)=a3—222+2 -3
@ @ Déterminer lexpression de la dérivée f’ de la fonc-
tion f.

@ Déterminer le tableau de signes de la fonction f’ sur
R.

@ En déduire le tableau de variations de la fonction f (on
complétera le tableau de variations a laide de valeurs
arrondies).

@ A T’aide du tableau de variation, justifier que ’équation
f(z) = 0 admet une unique solution.

E.10 )On considere la fonction f définit par:
fror— —23 — 322 — 22
@ Déterminer les zéros de la fonction f.

@ @ Donner ’expression de la fonction f’ dérivée de la
fonction f.

@ Dresser le tableau de variations de la fonction f sur R.
(on omettra les valeurs dans le tableau de variation)

les courbes % et €, représentatives des fonctions f et g
définies par:

1
fl@y=a2?+2z-2 ; g(x):—sz—Q-x—Q
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Les questions ci-dessous doivent étre traitées algébriquement :
@ Déterminer les antécédents de 0 par les fonctions f et g.

@ @ Déterminer les coordonnées des points d’intersection
des courbes € et 4.

@ En déduire la position relative de ces deux courbes.

On considere la fonction f définie sur R par la rela-

tion: 1 3
fla) = 5‘553 - 5'962-1-37—1-1

On donne la courbe € représentative de la fonction f dans
le repere (O I J ) ci-dessous:

/
/
- £
i N i
/ \ /
/
[ / R
5 / NG /
-2 /1€ R
N

P

On note (A) la tangente a la courbe € au point d’abscisse
3.

@ @ Déterminer les coordonnées du point de la courbe
%y ayant pour abscisse 3.
@ Déterminer le coeflicient directeur de la droite (A).

@ Tracer dans le repére la droite (A).

Déterminer, algébriquement, 1’équation réduite de la
droite (A).



1
E.lQ) Soit I’équation (F): —=x—2 ol 'inconnue est un réel
x
de lintervalle ]O ; +00 [
@ Un éleve a représenté sur sa calculatrice 'hyperbole

d’équation y=— et la droite d’équation y=x—2.
x

Au vu du graphique ci-
dessus obtenu a l’écran de
sa calculatrice, combien
Péquation (E) semble-t-elle
admettre de solutions sur
]0; —l—oo[

N

@ Un second éleve considere la fonction g définie sur
}O ; —I—OO[ par:
1
glx) =2 —2——
x
@ On note ¢’ la fonction dérivée de g. Calculer ¢'(x).
Montrer que g est strictement croissante sur }0 ;400 [

@ Déterminer les images, par la fonction g, des nombres
1et 4.
Conjecturer le nombre de solutions de I’équation (E).

@ Un troisieme éleve dit: “Je peux résoudre I'équation (E)
algébriquement”. Justifier, en résolvant 1’équation (FE),
que ce troisiéme éleéve a raison.

4. | Introduction aux limites de fonctz'ons)

E.I?D On considere la fonction f définie par:
1
frar—ax+ —
x
@ Donner I’ensemble de définition de la fonction f.

@ @ Par des calculs mentaux, Compléter le tableau de
valeurs ci-dessous:

x 1 10 100 1000
f(z)

@ Que peut-on dire de la valeur de “f(z)” lorsque “x”
grandit énormément?

@ @ Par des calculs mentaux, compléter le tableau de
valeurs ci-dessous :

x 1 10-* | 1072 | 1073
f(=)

@ Que peut-on dire de la valeur de “f(x)” lorsque “z”
reste positif, mais en devenant de plus en plus petit?

Ci-dessous, est donnée la courbe € représentative de la fonc-
tion f dans un repere (O 1 J ) orthonormée :

19
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@ Interpréter graphiquement les résultats de la question

E.14 )On considere la fonction f dont 'image d’un nombre
x est définie par la relation :

at
f(z) =sin ( - )
@ Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.
@ @ Recopier et compléter le tableau de valeur ci-

dessous :
1 1
z il il _
21 A 407 2721
f(z)
@ Recopier et compléter le tableau de valeur ci-dessous:
2 2 2 2
T z il =
™ 51 41m (219147
f(x)

@ Peut-on parler de limite pour cette fonction lorsque =
se rapproche de 07

@ Effectuer le tracé de la courbe représentative € de cette
fonction puis effectuer un zoom sur 'origine du repere.
Que voyez-vous?

E.15 )On munit le plan d’'un repeére (O;I;J) orthonormé
dans lequel sont représentées les courbes €; et T
représentatives des fonctions f et g:

3 A
=3 =3
\
D) = D)
Z f I \-{
I~ [
B g
5 4 i3 4
& \ 4 x Z . e 3
|
D) | D)
=4 =4

Graphiquement, donner, si possible, la valeur des limites suiv-

antes:



E.16 )On munit le plan d’un repére (O;I;J) orthonormé
dans lequel sont représentées les courbes € et €,
représentatives des fonctions f et g:

A
U
s 3 3
g
2 2} \ﬁ—
[ \ a4
\ ] R
b D/ | i e 25 4
bl 4 T = 4 T
)
=4 =&

Graphiquement, donner, si possible, la valeur des limites suiv-

antes:
li li li
(@) tim f) (@) lm f) (o) lim f(z)
li li li
(@ lim g(x) (o) lim g(x) (B lim g(x)
On considere la fonction f définie par:
T+ 2
frxr—

z—4
@ Donner ’ensemble de définition de la fonction f.

@ Déterminer la valeur des réels a et b réalisant 'identité
suivante pour tout x €Dy :

f) =at

@ A Tlaide de I’expression obtenue a la précédente question :

@ Que peut-on dire de la valeur de f(x) lorsque la valeur
de = grandit indéfiniment?

@ Que peut-on dire de la valeur de f(z) lorsque = appar-
tient & ]4 ; 5] et que sa valeur se rapproche de plus en
plus pres de 4?7

@ Que peut-on dire de la valeur de f(z) lorsque = appar-

tient & [3 ; 4[ et que sa valeur se rapproche de plus en
plus pres de 4?7
Ci-dessous, est donnée la courbe € représentative de la fonc-
tion f dans un repere (O i1 J ) orthonormée :

19
TZ

-/
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N

@ Interpréter graphiquement les résultats précédemment
obtenus.

On considere la fonction f définie sur R par la rela-

tion:

2
fz) = 3932 -1
On note Cr 4
la courbe

représentative  de
la fonction f dans
le repere (O;I;J) \

NO

orthonormé donné [\ /
. ] \ /
ci-contre: \ /
5 . \ 7 /
Le but de l'exercice \ ) y,

est de déterminer
I’équation  réduite
de la tangente, -
notée (T), a la ~
courbe ¢ au point
d’abscisse 1.

(3]
Z

Montrer que pour h un nombre réel non-nul, on a:

f(14+h)—f(1) 4 2
EASRELY A0 A S S
h 575
@ En déduire la valeur du nombre dérivée f/'(1) de la

fonction f en 1.
@ @ Justifier que l'expression de la tangente (") est de
la forme:

y:g-x—i—b

@ Donner les coordonnées du point appartenant a la
courbe € ayant pour abscisse 1.

@ Déterminer I’expression réduite de la tangente (7).
@ Tracer la tangente (T') dans le repeére ci-dessus.

E.19 )Graphiquement et a laide de la calculatrice,
déterminer les limites suivantes:

@ lim r—1

z—+oo 3 — 11— T —1

. 222 —2x+4
@ lm 2T %zt
s —2+ 2.x+4 20—



5. | Limates sans formes indéterminées)

E.ZOD Déterminer les limites ci-dessous:

2 =3z +5 5—x

lim ——— 1:) li
wigl‘*' r—1 w»igl‘*'].ffb
. 2 +zr+1 r—1
@ lim —— im 3
—0— xT rz—0+t —X

E.21 )Déterminer la valeur des limites suivantes:

6. | Limites avec formes indéterminées)

E.22 )Sans déterminer les limites, préciser lesquelles
présentent une forme indéterminée :
1

oN: 2

m ——
z—+oo 2 + 2. — 1

@ lim

21

z—1

xQ—x—Q-(x—Q) @ lim

w0+ T2 + T

@ lim z%—2z2+1 @ lim 2% —222+1
T —00 r——400
E.23 )Sans déterminer les limites, préciser lesquelles

présentent une forme indéterminée :

@ lim x—l—\/; @ lim x—\/g

T—>—+00 T—>—+00
1 1
( : ) li - = ( : ) i - —
a:gng v T a:'—1>r+noo v T
z+1 z+1
li li
© Jim = @ Jim

(®) lim (a:-i—l)(l-i—%)

r——+00

. 2 .
@I'HIPOO:E —z+2 @wgrfloo(x+2)(1fx)
. 1 . rz—1 €T
@zl;rélim—&—; ®xli>nll+ x +x—1

E.24 )Déterminer la valeur des limites suivantes:

2
(b) lim —3a3 4=
x

x——+00

@ lim 222+ 3=z

r—>—400

@ lim 522 — 323 @ lim 2%+ 22— (z +2)?

T —00 x——+00
@ lim 2243z @ lim 23— 222
T——00 TH——00

Déterminer la valeur des limites ci-dessous:

@ lim 22—z @ lim 224 23

T——+00 T——00
1 5 3
I (1 7) I .
© Jima(i+7) @ Jim oo -y
2?2+1 z+1
li 3 -2 li —

7. | Limates de fractions rationnelles en

Vinfini |

E.26)

On considere la fonction f définie par:
3z2 + 5x

33 +4x+1
@ Etablir 'égalité suivante::

frxr—

5
32% +5r 3+ 2
3 o 4 1
3z +4x 41 x~<3+—2+—3>
2 x
@ En déduire la valeur de la limite: ll}r_{l f(x).

@ On considere la fonction g définie par:

doed + 20+ 1
23 — 222
Par un raisonnement analogue a la question précédente,
établir égalité suivante:  lim g(z) =2
T——4o0

g: x—>

Déterminer la valeur des limites suivantes:

2
e+ 2 . z—3
@ z'—g{loo rx+1 @ z'grfnoo 2.2 -3
o 4z -3z +2 x® + 2t
@ z»griloo —3-x2 @ z»Er—noo 3 —x
5.zt — 223

I
w'—}r-ir-loo 322 -2

. 2.210 4 g
©, @ Jim o3

Tr——400

8. | Limites de fractions rationnelles en

0)

E.28 )On considere la fonction f dont 'image d’un nombre

f(ac) _ 2.23—zx

x est définie par la relation: =
P 34222

@ Etablir les identités suivantes :



2_ iz 9.0 1 E.29 )Déterminer la valeur des limites suivantes:
flz) = 5 = 1 1 3
2 v(z +2) lim — lim — lim —
1+~ @ z—0t T ® 20~ T © e—0- 2
@ Déterminer la valeur des limites suivantes: %+ 2. —2-z2 —2-z2
. . lim ——— lim — lim ——
lim f(z) ; lim f(z) @ om0t T2 4 © o0+ T4 1 78 ® om0- Tt + 23
=400 z—0t

9. | Limites de fractions rationnelles avec factom'sation)

Déterminer la valeur des limites suivantes: @ lim _2-z @ lim -3

w2t 202 —x — 6 zs3— 2-22 — 15-2 + 27
324724 322+ 51 —2
C) lim 22 7 (:) li o o T 4
a (x—1)2 eosst 22 4 Tw + 10

10., Limates de fractions rationnelles avec tableau de signes)

E.31)0 sidere la foncti défini la relation: i i i
n consi ;2re+ Zmonc ion f définie par la relation (a) Jim fz)  (b) xgﬂ_noof(:c) (o) xlif?— f(x)
T)=——F"T—"—=
f@) =33 et 12 () lim fz)  (¢) lim fx)  (d) lim f(z)
’ T2+ T3 31
@ Etablir les identités suivantes: —
1+ 3 E.32 )Déterminer la valeur de chacune des limites suivantes:
fo) = —pp Py = ot Y ! !
SO0, 12 2-2)22-6 lm — lim —
2-—+ (= =2)( ) OR. v ew S OR. vy
@ Dresser le tableau de signes de (z—2)(2z—6). Déterminer la valeur de chacune des limites suivantes:
@ En déduire la valeur des limites suivantes: r+4 2> +x—3
li -_— lim ———
@t oo ®hm g

11.) Limates de fractions rationnelles)

E3ZD On considere le polynome P=3-22—z—2. ’ E.36) Chacune des limites ci-dessous présente une forme
indéterminée. Démontrer le résultat attendu en mettant en

Factoriser 1 lynéme P en lai t t de vot . . P
@ CLOLISEr J¢ polyliome £~ O lalssant Une trace de voure évidence la bonne transformation algébrique:

démarche.
1 1 522 43 5
@ Déterminer la valeur des deux limites suivantes: @ lim — + — = +o0 @ lim I
w=0- 2 w00 222 — 3z +1 2
i 2x—-3 @ I 20 — 2 :
m ——s im — _
1t 3132—13—2 o1t 31‘2_33_2 @hmm:l

z—3 xr—3

E.35 )Déterminer la valeur de chacune des limites suivantes:
E.37 )Déterminer la valeur de chacune des limites suivantes:

. 32—z +1 . 2r +1
_aerTms 6 3 5 3
@ Jm = ® fm T @ tim 222 ®) tim 2222
zrtoo 218 — 23 0 4+ a3
@ T a:16—a:3—|—a: @ T x® — )
m —a im —— _
=0+ a3 — 12 e—0- 26 — 2.24 @ lim v @ lim -~ 3z +2
2 w3t —222 + 42 +6 w2t —3x2 + 5z + 2
@ lm ———— (D lm 22049 ~—
oot 12— — 2 es3—  x2 -9 E.38 )Déterminer la valeur des limites suivantes:
. 223+ -2 . 3-23 — 2.22
@ lim —————— im —
ztoo  —x2 — 2 w0+ xt 4+ a3
r—6 2¢2 + 5z +3
T e . 22" +5x +3
o5+ 202 — 151 + 27 @ Jlim, =2 Yzt2




E.39 )Déterminer la valeur des limites suivantes:

zt — 3z r—1
li lim ——————
@ oo 222 — Azt @ v ot 202 + 5z +2
4 —2x
@ i, 22
o+ 302 —4x — 4

E.4(D Déterminer la valeur des limites suivantes:

I 1 . 2 +6x+3
im i _—
20+ T — x2 ps—1+ 22+ —1
322 + 14z — 4
@ lim u,3x+1
x——+00 .’I,‘+5

E.41 )Déterminer la valeur de chacune des limites suivantes:

4
(a) lim (®) lim et

T>fo0 —0- 23 + 22

(d) lim !

es—1+ 222 4+ —1

52+ 3z —1
3z3 4 2z
. 2 —dr+4
@ lim
z2+ —222 + 10z — 12

’ E.42) Chacune des limites ci-dessous représente une forme
indéterminée; effectuer les transformations algébriques
adéquates pour déterminer chacune de ses limites:

1 1
@hm T —5

o1t T — 2+

522 — 3z + 1

@ 1111’172

z—oco 22 + 1

12./ Limates et radicaux: expression conjuguée)

@ Etablir I’égalité algébrique suivante pour z € R*:
T B Vaz+1 +Vz+1

Vaz+1l =z +1 B
@ En déduire la Valeur de la limite:

lim =-2
oh0* Va2 +1 =z +1

E.4éD Déterminer la valeur de chacune des limites suivantes:

z—1

I 1—= @ lim ve+1
im im —
o1t /r £ 3 -2 ws—1+ 22 + 4z + 3

13.) Limaites et radicaux: factorisation)

E.48 )On considere la fonction f définie sur R par:
22x+1
f(@) = ———
vaz+1

@ Justifier que la fonction f est définie sur R.

x (2 + *)
:L‘) = —x
/ 1
|z|-4/1 4+ 2
@ En déduire les deux limites suivantes:

lim f(z) ; xgr}_loof(x)

TH——00

@ Etablir I'identité suivante :

V3—=x
E.49 )Déterminer la limite: lim ————
a—3- 202 — 5xr — 3
E.50 )Chacune des limites ci-dessous présente une forme
indéterminée. Démontrer le résultat attendu en mettant en
évidence la bonne transformation algébrique:

® i Y]

r—1 2

x—=1-

Chacune des limites ci-dessous représente une forme
indéterminée; effectuer les transformations algébriques
adéquates pour déterminer chacune de ses limites:

@ lim x\/:;—:r @ lim ez

T—>—+00 T2~ 2r — 2

’ E.4® Déterminer la valeur des limites:

2 _
@ lim +/z T+x @ lim v 1

L0 o1 \/5—:10—2
E.47 )Déterminer la limite: lim

400 f \/ﬁ

@ Montrer que, pour xe} -0 on a:

1
Su|

VER Tta=a(1-[3- )

@ En déduire la valeur de la limite suivante:

lim /322 —-14+=z

T —00

E.52 )On considere la fonction f définie par la relation :

vad +x?
x

@ Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.

(2) (a) Pour ze[- flz)=—Vz+1

@ Déterminer la valeur de la limite lim f(z).

z—0—

fiz—
O[, établir ’égalité :

@ Déterminer la valeur de la limite lim f(z).

z—0t

@ Peut-on parler de la limite de la fonction f en 0.

E.53 )Déterminer la valeur des limites suivantes:

® tm Y1

I’—)OO

. T
lim

To—00 /4.2 — 3r+1

’ E.5@Déterminer la limite:



14.) Asympotes )

E.55 )On considere la fonction f définie par:
[dx — 4

@ Déterminer ’ensemble de définition de la fonction f.

@ Etudier les limites de la fonction f aux bornes de son
ensemble de définition.

@ Préciser si la courbe %%, représentative de la fonc-
tion f admet des asymptotes; on précisera leurs car-

15.) Etudes de fractions rationnelles)

E.57)Sur la figure ci-dessous, on a tracé la courbe

3
représentative € d’une fonction f dérivable sur [75 ;oo [

3 3 11
® Les points J<—2 ; —2>, K(-1;0), A<1 ; 4), B(2;2)
sont des points de € ;
® La tangente a € en A est parallele a I'axe des abscisses.

® La tangente a ¢ en B passe par T'(4;0).

La droite d’équation y=1 est asymptote a € en +oo.

3
La fonction f est strictement croissante sur [—5 ; 1} et

strictement décroissante sur [1 ; +oo[.

3 < 2 >
2/ B
T~
- i
/7 T
/ Il 0 1 y 4 [ b4
J ks
3 .
@ Donner les valeurs de f(—§>, f(=1), f(1), f(2) ainsi

que la limite de f en +oo.

@ Donner, en justifiant vos réponses, les nombres /(1) et

f'(2).

actéristiques.

E.56 )En tragant la courbe représentative de fonctions a
I’aide de la calculatrice ou de logiciel de tracer, émettre une
conjecture sur l’ensemble de définition et sur les asymptotes
a la courbe de chacune des fonctions ci-dessous:

(@g(aﬂ)=g€2i_11

Va2 —3x42 L (@41 Va?—2241
@h(ﬂf)—T @J(x)— r—1

’ﬁ@ On considere la fonction f définie par:
oo 2?2 +4x -1
' 22 —-2x+5
@ Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.

@ @ Déterminer les limites de la fonction f aux bornes
de son ensemble de définition.

@ Quelles asymptotes admet la fonction f7

@ @ Etablir que la fonction f’ dérivée de la fonction f
admet ’expression :
—622 + 122 + 18
f'(x) =

(22 — 2z + 5)2

@ Dresser le tableau de variations de la fonction f.

@ Déterminer 'équation réduite de la tangente (A) & la
courbe € au point d’abscisse 1.

@ Tracer la droite (A), les asymptotes & la courbe € puis
la courbe € dans le repere (O;I ;J) orthonormé ci-
dessous:

4
3 A

2l
J|




E.59 )On considere la fonction f définie sur R par la rela-

tion: 5 )
r® —4dx® +x + 12
f(x) = 3
422 +4

On note € la courbe représentative de la fonction f dans un
repere orthonormé.

@ Déterminer les limites de la fonction f en —oo et en +o0.
@ @ Déterminer la valeur des réels a et b vérifiant
I’égalité:

flx)=axz+b+ 16

422 +4
@ On note (d) la droite d’équation: y:ixfl.
Etudier la position relative de la courbe € et de la
droite (d).
@ Déterminer la valelur de la limite:
gt (e

@ Ci-dessous sont représentées les quatre courbes %1, %2,
¢3, 6s. Laquelle de ces courbes est la courbe %f
représentative de la fonction f7

6| -4 -pJ0 [ P B
/ <, | /
6 [ Wl 2ol 2114 \ | /| 7F
= 9
4\773
i /ARNEEGN
% NL L L - e i
6l Dol [ 174 [ dp -l (o] [ 21 414
/ 9 - 9
//

E.60 )Soit f définie sur I’ensemble ]—2 i1 [U] 1; —l—oo[ et dont
I'image d’'un nombre x est définie par la relation:
—(z —2)?
fla) = o2
2(z—1)(z+2)
Dans le plan muni d’un repere (O;1;J), on note € la courbe
représentative de la fonction f.

@ @ Déterminer les limites de la fonction f aux bornes
de son ensemble de définition.

@ Préciser les éventuelles asymptotes a la courbe % et
leurs caractéristiques.

1
@ On note (d) la droite d’équation y=——.

2
@ Déterminer la valeur des réels a, b, ¢ réalisant 1'égalité
suivante : .
r+c
fl@)=a+

2-(x—1)(x+2)
@ En déduire la position de la courbe ¢ relativement a
la droite (d) sur I'intervalle }1 ; —l—oo[

@ @ Déterminer 'expression de la fonction dérivée f’ de
la fonction f.

@ Justifier que la courbe €y admet aux points d’abscisses

v et 2 des tangentes horizontales.

@ Dresser le tableau de variations de la fonction f; on

2
admettra que I'image de 5 par la fonction f est 9

@ Déterminer I’équation de la tangente (T") & la courbe €%
au point d’abscisse 0.

@ Effectuer le tracé de la courbe ¢ dans le repere donné en
annexe; on représentera les asymptotes et les tangentes
horizontales & la courbe €% ainsi que les droites (d) et

(T).

[
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o
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E.6D On considere la fonction f définie sur R\{—g} par:
322 +5x+4
f@) = ———75—

On notera € la représentation de la fonction f dans le repere
(O; I; J) ci-dessous:

b /)
|
| (
| T
Fhv
T pd
//
-g -b K -L U ) 4
=1
TN\
p \
pd 4
A N
|
|

La droite (d) est la représentation de la fonction g définie par:
g(x) =z +1

@ @ Donner, sans justification, les limites de la fonction
f aux bornes de son ensemble de définition.

16. Ftudes de fonctions emponentielles)

E.63 )On considere la fonction f définie par la relation:
1
fz) =

et —1

On appelle €} la courbe représentative de la fonction f.

@ Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.
@ Etablir le tableau de variations de la fonction f-

@ Préciser les différentes asymptotes de la courbe €.
@ Tracer la courbe %%.

@ Préciser si la courbe représentative ¢y de la fonction
f admet des asymptotes.
@ @ Déterminer les réels a, b et ¢ réalisant ’égalité :
f@)=az+b+

3+ 2
@ En déduire que la fonction f admet pour dérivée la
fonction f’ définie par:
922 + 122 — 2
fll@)=——75—
(3-z+2)
@ Dresser, en justifiant votre démarche, le tableau de
variations de la fonction f.
On n’indiquera pas la valeur des extremums de f.

@ Pour tout entier naturel n, on considere:
® M, le point de (d) d’abscisse n,

® N, le point de €y d’abscisse n,

® S, le segment [M,N,].
@ Représenter sur le graphique les segments Sy, S7 et Ss.
@ Donner la mesure exacte du segment Sy.
@ Que peut-on dire de la longueur du segment [M,, N,,]

lorsque la valeur de n tend vers +oo.
E.62 )On considere la fonction f définie par:
—622 — 14z + 360
fz) =
(z+10)(z +9)

@ Déterminer les valeurs de = pour lesquelles 'image de =
par la fonction f est strictement positive.

@ Déterminer les valeurs des limites suivantes:
i Cq
Jim f(e) 50 lim f(z)




E.64 )Soit f la fonction définie pour tout réel x de 'intervalle
[O ; 1] par:

1
fl@)=2c—2e7% + —
e

@ @ Dresser le tableau de variations de la fonction f sur
I’intervalle [0 ; 1]. On précisera les valeurs exactes de

f(0) et £(1).
@ Démontrer que la fonction f s’annule une fois et une

seule sur l'intervalle [0;1] en un réel a. Donner la
valeur de a arrondie au centieme.

@ Résoudre 1’équation suivante dans lintervalle [0 ; 1] :
r—eT+l=eC—z—e 141
E.65 )Soit f la fonction définie sur R par:

9
f(fl?) — 5'6_237 _ 3'8_3I
On nomme %7 la courbe représentative de f dans un repere
ﬁ
orthonormé (O; 1 j) d’unité 1 cem.
@ Montrer que pour tout x de R, on a:
3
flz) = 3-6’”-(5 — e’“").

@ Déterminer la limite de f en +oo puis la limite de f en
—0Q.

@ Etudier les variations de la fonction f et dresser le
tableau de variations de f.

@ @ Déterminer les coordonnées du point d’intersection
de la courbe € avec l’axe des ordonnées.

@ Justifier que la courbe & intercepte I’axe des abscisses
en un seul point.
Donner les coordonnées de ce point d’intersection, ar-
rondie au dixieme pres.

@ Calculer f(1) et tracer l'allure de la courbe € dans le
repere ci-dessous:

9

&~

I
i

17.  Etude de fonctions racines carrées]

E.69) On considere la fonction f définie sur l'intervalle
]—1 ; —i—oo[ par la relation:
z2+1
f@) = ————

+1
On note €y la courbe représentative de la fonction f.

E.66 )Soit f la fonction définie sur R par:

flz)= 36’2‘”—3-6*31

@ Montrer que pour tout x de R, on a:
flx) = 36721’.(; — e*“’)

@ Déterminer la limite de f en +oo puis la limite de f en
—00.

@ Etudier les variations de la fonction f et dresser le
tableau de variations de f.
— %
E.67 )Le plan est muni d’'un repere orthonormé (O; 5] )
On considere la fonction f définie sur R par:
f(x) =a2%e®

On note f’ la fonction dérivée de f.
@ Déterminer les limites de la fonction f en —oo et 4-oc0.
@ Calculer f/(z) et dresser le tableau de variations de f.
@ En déduire le signe de f sur R.

’ E.6@ On considere la fonction f définie sur R par:

f(@) = (z+1)e™
On note (%) sa_) regésentation graphique dans un repere or-
thonormé (O; 157
graphique.

) du plan. On prendra 4 cm pour unité

étudier les variations de la fonction f et les limites aux bornes
de son ensemble de définition. Résumer ces éléments dans un
tableau de variations le plus complet possible.

@ @ Etudier les limites aux bornes de son ensemble de
définition.

@ La courbe ¢; admet-elle des asymptotes? si oui,
préciser.

@ On note (d) la droite d’équation y=1. Déterminer la



position relative de €7 et de (d).
(3) (a) établir I'égalité suivante :
J(4+h) — f(1) 2h
h 242 [2VRT 22+ V2 (0 + )

@ En déduire la valeur du nombre dérivé f/(1).

@ Tracer dans le repere ci-dessous la courbe %7.

18.) Composée de fonctions )

E.70 )On considere les deux fonctions f et g définie sur
—4;4

] par les relations:
fl@)=22+1 ; g(z)=2"-3

On donne les courbes % et 6, représentatives des fonctions
f et g dans le repere (O;I ; J) ci-dessous:

[

\ /
\ Al
©
\ /
\ /
-# -B S ANEE VAR JIE
\ - /
N /
ﬂ =
S
@ Par lecture graphique, compléter les tableaux de valeurs
suivants:
3 1 1
_2 1 _z -
* 2 2 0 2
f(x)
x -2 -1 0 1 2
g(x)

@ On considere le programme de calcul suivant:

ot

s

9o

NO

9

I
[uiny

® Prendre un nombre x;

® Déterminer I'image de x par la fonction f;
on note ce nombre z’;

® Déterminer I'image de z’ par la fonction
g;
on note ce nombre g(f(z)).
On peut noter ce programme de calcul par la
chaine: ;
9
g ——— f(z) — g[f(2)]

@ Déterminer la valeur des expressions suivantes:
1
glf(-n] ; g[f(—z)}

@ Compléter le tableau de valeurs suivant:

3 1 1
A T Z
* 2 5 | Y 2

g9(f(x))

On vient de créer une nouvelle fonction qui & un nombre x
associe l'image g[ f (:r)] Cette fonction s’appelle la fonction
composée de f par g et se note gof.

@ Tracer dans le repeére ci-dessous la courbe %o
représentative de la fonction gof.

@ Donner 'expression, en fonction de z, de la fonction gof.



E.71 )On considére deux fonctions f et g définies sur
I'intervalle [—3;3] dont les courbes, respectivement %y et
¢y, représentatives sont données dans un repere (O;I ;J)
orthonormé:

J 4 %‘F J
2 / 2
v I \
J J
3 bl D AV \
4 =1
2 9 \\(9
9 9

@ Déterminer la valeur des expressions suivantes:

(@) (fog)(=2) (D) (fog)(1,5) () (fog)(2)

@ Déterminer la valeur des expressions suivantes:

(@) (9o£)(=3) (D) (90£)(0) (&) (9of)(1)

19.) Limites de composées de fonctions)

Pour chaque question, déterminer la limite de gof en
a

(a) fla) =22 50 -3 ; gla)=—— ;

= a=3
® f(2) = :chrB ;9@ =Vatl-Vz i a=-3
@f(a?):% ; g(x):M . a= 400

E.72 )On considere la fonction f définie sur l'intervalle [—
4; 4] dont la courbe € représentative est donnée ci-dessous
dans le repere (O ;1 ;J) orthonormé:

Q
J

A

No

—
N

4
=

@ Calculer les images suivantes:

@ (feNM)  ®FeNED ©(F)B)

@ On définit la fonction f™ comme la fonction composée n
fois de la fonction f par elle-méme. Déterminer la valeur
des images suivantes:

() (1) ®) £3(-3) (© (-1

E.73 )Pour chaque question, déterminer une expression “sim-
plifiée” de l'expression de la composée fog de la fonction g
par la fonction f:

@f(at)zZmQ—x—&—l ;

g(x) =3z —2

g(z) =42 + 122 + 11

© o) =1 el =5
@ f@)=a? w41 5 glo)=Va
© o) =245 WOEE



E.75 )On considere les fonctions numériques f et g dont le
tableau de variations est donné ci-dessous:

T -1 3 4 400
+00 —+00
'Variation 0 _—
de f /
0 -00
T -00 -1 0 “+00

3 +00
'Variation
de g
-00 1

@ Préciser I'ensemble de définition pour chacune de ces
deux fonctions.

4

20., Limates et comparaisons)

E.77) On considere les deux fonctions numériques u et v
définies sur R dont les courbes représentatives %, et €, sont
données dans le repere ci-dessous:

%

D
B —

N
\\\
N
9 ¥ N
N
7
)4 ~
/ E—
— B
—
1
-1 2| A o]
1
=1
'//
/ ‘U

('

@ Dans le repere ci-dessus, tracer la courbe %
représentative d’une fonction f définie sur R vérifiant
la propriété suivante :

Pour tout z€R, on a: u(x)< f(z)<v(x)

@ Justifier que la fonction f admet un unique zéro.

@ Déterminer et justifier la valeur des limites suivantes:

() lim (gof)(x) @) lim (gof)()
(©) dim _(gofog)(x) (&) lim (fog)(z)

E.76 )Soit f une fonction définie sur [0;+oco[ vérifiant :
f0)=0 5 lim f(z)=+oo

On considere la fonction g définie sur ]O ;400 [ par la relation :
@ ="1(3)
xr) = —- —

g x ' \x

@ Déterminer la limite de la fonction g en 0.

@ Déterminer la limite de la fonction g en +oo.

@ On note % la courbe représentative de la fonction g¢.
Quelles conséquences peut-on déduire des deux questions
précédentes pour la courbe €7

@ Supposons que les fonctions u et v admettent les limites

suivantes:
lim w(z)=1 ; lim v(z)=1
T +00 T +00
Faire une conjecture quant a la limite de la fonction f en
+00.

E.78 )On considere la fonction f définie par la relation:

f@) = 2242 —cosx
@ Justifier que la fonction f est définie sur R.

@ @ Eta5blir I’encadrement suivant :

< < ——
243 f(@) 2 +1

@ En déduire la valeur de la limite suivante:

lim f(z)

T——400

Déterminer les limites suivantes:
2+ cosx

@ Jim TR G g 5 2T Gy

T——400 €T T——400

E.80 )Déterminer la valeur de la limite ci-dessous:

. 3+ coszx
hm _—
=+ 14+

21. Fonction exponentielle et limite aux bornes)

E.SD Déterminer les valeurs des limites suivantes:

@ lim e—*+! @ lim e2*t! @ lim e_”ﬂz"'1

T —+00 T —00 T —+00
1

@ lim ez @ lim e% @ lim 67%

T—>+00 —0— z—0~

E.82) Etablir la valeur des limites suivantes:

@lim ﬂ:—oo @lim Lill:%

r——00 T — 1 0 e2T




E.83 )On s’intéresse a I’évolution de la hauteur d’un plant
de mais en fonction du temps. Le graphique ci-dessous
représente cette évolution. La hauteur est en metres et le
temps en jours.

2 Trautieur (er etres) ——
1.8
1.6 7
1.4 /’
1.2 7
1 /|
0.8 //
0.6 /!
0.4
0.2 temps 7 (en jqurs/

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220
On décide de modéliser cette croissante par une fonction lo-
gistique du type:

M) = T peoomt
ol a et b sont des constantes réelles positives, t est la variable
temps exprimée en jours et h(t) désigne la hauteur du plant,
exprimée en metres.

On sait qu’initialement, pour ¢=0, le plant mesure 0,1m et
que sa hauteur tend vers une hauteur limite de 2 m.

Déterminer les constantes a et b afin que la fonction h corre-

sponde a la croissance du plant de mals étudié.

E.84 )Soit f la fonction définie par la relation:

26290_690
f(m)_ einez+1

@ Justifier que la fonction f admet R comme ensemble de
définition.
@ Déterminer la valeur des limites de f en —oo et +oo.
@ Etablir que la fonction f’ admet pour expression :
, —e®-(e?* — 4e® + 1)
fi(z) = 2
(e* —e¥ 4+ 1)

E.85 )On considere la fonction f définie pour tout nombre
réel x par:

4-e®
On note % la courbe représentative de la fonction f.
4
Vérifi tout réel x: =
(1) Vérifier que pour tout réel z:  f() 7o

@ @ Démontrer que la courbe ¥ admet deux asymptotes
dont on précisera les équations.

@ Démontrer que la fonction f est strictement croissante
sur R.

@ Démontrer que pour tout réel z: 0< f(z)<4.

22./ Fonction exponentielle et comparaison de croissa,nce)

E.86 )Déterminer la valeur des limites suivantes:

@ lim e .e~® @ lim e””~(a:2—x+1)

x——+00 T —00

T —3z
@ lim ° —’__11 @ lim L

z—+oo 7T z——oo 2 4+ 1

@ lim e 2% —¢~ 7

T——00

@ lim e +3x+1
T——00
Déterminer les valeurs des limites suivantes:
ez
1 . Z 1 —
(&) lim (z+1)e ®) lim

T——00 I
@ lim gl @ lim e2* — 3¢ +1

r—+o0o el T +00

@ lim e%* —3.e*+1 @ lim el

TH>—00 z—+o0 eT + 1

E.88 )On considere la fonction f définie sur R\{1} par:
2 o+l

flx) = @_12 cer—l

Le but de cet exercice est de déterminer les deux limites suiv-
antes: lim f(x) ; lim f(z)
11— 1t

2
@ Soit X = -1 Prouver 'égalité:
—
2 z+l e
. epz—1 :7.X2. X
(x —1)2 ¢ 2 ¢

@ En déduire la valeur des limites recherchées.

23./ Limaites par identification aux nombres déri’uées)

Déterminer la valeur des limites suivantes:
xT

2x x
lim -1 lim 627_6
(@

x—0 €T x—0 €T

@ lim x-(e% —1) @ lim x~(e% — 1)

T +00 T —+00

1

@ lim m3-(eE—1)

I—>—00




E.90
On considere la suite (u,,) définie pour n entier supérieur
ou égal a 1 par:
1 2 n—1
U, =1+en +en4+..-4e
Déterminer la limite de la suite (uy,).

@ Déterminer les limites suivantes:

24.) Suites et fonctions )

On se propose de montrer que les relations:
Up—1 — 8

U= -3 ; U, = pour tout neN*

a 2~un,1 -9
définissent bien une suite et que cette suite est convergente.

9
@ On considere la fonction f définie sur ]—oo i [ par:
z—8

On note % la courbe représentative de la fonction f.

@ Etudier les limites de la fonction f aux bornes de son
ensemble de définition.
Citer les asymptotes de la courbe €.

@ Déterminer I'expression de la fonction f’ dérivée de la
fonction f.
En déduire le tableau de variations de la fonction f.

@ Déterminer ’équation de la tangente a la courbe € au
point d’abscisse 1.

@ Effectuer le tracé de la courbe ¢ dans le repere ci-
dessous, ainsi que de la droite d’équation y=x:

J

-# -B -2 -t 10 1 2

@ En se servant de ce graphique, faire une conjecture sur
le comportement de la suite (un)

@ Démontrer que pour tout n de N: u, <1.

@ Démontrer que la suite est croissante et qu’elle converge.
(On ne demande pas la valeur de la limite)

x

@ im 2% @ lim 22 —2(x —1)e*~!

zoto0 2 4+ 1 T—>+00
@ Soit f la fonction définie sur R par:
1 _=z
fl@)=ge72:(z* +2)

Déterminer les limites en —oo et +o00 de la fonction f.

@ Soit ¢ la fonction définie sur R* par: g(x)= pe|

Peut-on prolonger g sur R par continuité.

On cherche a modéliser I’évolution du nombre, exprimé
en millions, de foyers francais possédant un téléviseur a écran
plat, en fonction de l’année.

Soit u,, le nombre, exprimé en millions, de foyers possédant
un téléviseur a écran plat I’année n.
On pose n=0 en 2005, ug=1 et, pour tout n>0:

1
E~un~(20 — un)

@ Soit f la fonction définie sur [0;20] par:

f(z) = %@“(20 —x)

@ En déduire que pour tout = € [0 ; 20] : f(z)e [O ; 10].

@ On donne en annexe la courbe représentative ¢ de la
fonction f dans un repere orthonormé.

Un+1 =

Représenter, sur l'axe des abscisses, a l'aide de
ce graphique, les cing premiers termes de la suite

(un)n>o
@ Montrer par récurrence que pour tout n€N:
0 < Unp < Un+1 < 10.

@ Montrer que la suite (“”)n>0
demande pas la valeur de sa limite).

est convergente. (on ne

1)
3 g7

yd

NO

=
=
N
N




E.93 )On considere la suite (vn) définie sur N par:

(%) 6
Vpp1 = 1,4v, —0,05-v,2 pour tout n€N.

@ Soit f la fonction définie sur R par:
f(x) = 1,4z — 0,05-22

@ Etudier les variations de la fonction f sur lintervalle
0;8].

@ Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel
n: Ogvngvn+1<8

@ Etablir la convergence de la suite (vn) (on ne demandera
pas la valeur de la limite).

25. Cours )

E.95 )Etablir les deux limites suivantes:
lim e =400 ; lim e*=0

TH—+00 n——oo

E.96 )

p . e
@n suppose connu le résultat suivant: lim — = 400 )

r——+oo I
Démontrer que: lim z-e7*=0
x——+00

26. Partage )

@@ On considere la fonction f définie par:
or +1
b5z +4x+1
@ Donner 'ensemble de définition de la fonction f.

frxr—

@ Déterminer les limites de la fonction f en +o00 et —oo.

@ @ Justifier que les deux limites ci-dessous représentent

27. Exercices non-classés |

E.99 )Résoudre le systeme d’équations suivant:

a+2b—4c= 4
2a — b+ c¢c= -8
—-3a —2b+ ¢= -3

E.100 )On considere la fonction f définie sur ] —-3;+00 [ par:
22 4+2x+1
frar—m ——

vo—+3

E.94 )On considere la fonction f définit sur R par:

1 1 1
flz) = §'$2+§‘$+§

@ Montrer que si z € [0;2] alors f(z)€[0;2]
@ Dans cette question, toute trace de recherche, méme in-

complete, ou d’initiative, méme non fructueuse, sera
prise en compte dans l’évaluation.

On définit la suite (un) par:

1
w=5 Unt1=[(u,) pour tout neN.

Etablir la convergence de la suite (un) (on ne demande
pas la valeur de la limite).

E.97 )On considére une fonction ¢ continue, stricte-
ment croissante sur |0;+oo| et tel que lin%)g(x):—oo et
T

On admet que I'on peut définir sur N une suite (3,,) de réels

tels que g(Bn)=n, et que cette suite est strictement crois-
sante.

Montrer que la suite (3,) tend vers +oo.

une forme indéterminée:

lim f(z) et lim f(z).
$'—>—%7 x»—>—%+
1
@ Montrer que, pour x €Dy, on a: f(ar):——l.
T

@ En déduire la valeur des deux limites présentées a la
question @

@ Montrer que le nombre dérivé de f en x s’écrit :
322+ 14z +11
fla) = S
2z +3)vVz+3
@ Dresser le tableau de signes de la fonction f.
@ En déduire le tableau de variations de la fonction f.

@ Donner le minimum de la fonction f sur son ensemble de
définition.



