Terminale Spécialité / Logarithmes

ChingEval : 5 exercices disponibles pour I’évaluation par QCM

1. Zntroauctzon l

c e Soit f la fonction définie par sur [O ; 1] :
flx)y=z—-2yz+1
Montrer que pour tout x appartenant & l'intervalle [O ; 1] :

(fof)(@)=u
c @ Dans le plan munit du repére orthonormé

(O;I 3 J ), on considére les courbes %, et 6, représentatives
des fonctions exponentielle et logarithme :
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2. zgamEUZatzons aZEéEmEuesl

c @ Exprimer chacun des nombres suivants sous

la forme:
a+bIn2 abeR

(a) In(4) () (2v2) () In6) —In (;)
@) @©n(5)  One)
@& (@ Pablir les égalités suivantes:
(@) In(16) +1n(4) =6-m2  (b)In (g) = —In (g)

©u() (@) =G @pg-

c @ On considére la fonction f définie par:
f(z) =In(e"4e7")

@ Justifier que la fonction f est définie sur R.

(2) Sur R, établir identité: f(z)=a-+ln(1+e2%)

@ En déduire que la fonction f est positive sur R;..

@ Graphiquement déterminer les valeurs des deux images
suivantes :

(expoln)(1) ; (Inoexp)(0)

@ En utilisant la premiére bissectrice du plan, déterminer,
si possible, la valeur des images suivantes:

@ (expoln)(2) @ (expoln)(3)
@ (expoln)(—1) @ (Inoexp)(—1)
@ (lnoexp)(l) @ (lnoexp)(l,S)

Résoudre chacune des inéquations suivantes:

3z+1>0 ; —x+4+2>0
@ Déterminer I’ensemble de définition des fonctions f et
g:
f(@) =m(Ba+1) 5 g(x) = In(~2+2)

@ Déterminer ’ensemble de définition des fonctions suiv-
antes:

@ h(z) = Inx?
(e) k(z) =In(e*—e?)

@ j(z) =In (e*—1)
1
@ l(z) = m

& @

o Que peut-on dire de I'image de deux nombres opposés
par la fonction exponentielle?

@ Que peut-on dire de I'image de deux nombres inverses
par la fonction logarithme?

c @ On consideére la fonction f définie par:
f(@) =In (z++/2241) + In (—z + /22 +1)
@ On considére la fonction u définie par:
u(x) =In (—z+/x2+1)

Par une disjonction de cas, établir que la fonction u est
définie sur R.

@ On admet que la fonction f est définie sur R. Etablir
que la fonction f est la fonction nulle.
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- c @ Soit f la fonction définie sur [O —l—oo[ par:

=xz+e ”®

On considére la suite (un) & termes positifs définie par:

n=1

up =0 ;5 Upt1 = fup) =u, +e 4

On admet que pour tout nombre x positif, on a la relation:
In(l+z) < =

@ En déduire que, pour tout entier naturel n non-nul:
1
In(n+1) <In(n) + —
n

@ Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul:

1
f[In(n)] = In(n) + -
@ Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel
n non-nul :

Inn < uy,

@ En déduire la limite de la suite (un)n>1.

¢ @ On considére la fonction f définie sur R7

par:
f(z) = 6x1n(2z)
On définit la fonction g sur R% par:

g9(x) = f(2z)

@ Etablir que pour tout z appartenant a l'intervalle R%,
ona: g(z)— f(z) =1n(64)

@ Dans un repére orthonormé, on considére les deux
courbes ¢y et %, représentatives respectivement des
fonctions f et g.

Quelle interprétation peut-on donner de la question @
relativement aux courbes € et €,?

3. mmmmnmmmmmmnmrm'

c e Pour chaque question, préciser ’ensemble

de résolution de ’équation puis la résoudre:
@ In(5z+1) = In(z—1) @ 2-In(3—x) = In(2)
(¢) In(3z+1) =5 (d) 3?1 =2
(© ()’ ~mz-2=0  (De* +4e"—1=0
c @ Résoudre, dans R, les deux systémes

d’équations suivants:
@ { 2-lnx — 3-Iny = —11

(2z+y) =0
1

In
Inx + In(z) + In(y) =

€ @

(1) Résoudre dans |—1;+oo[, 'inéquation:
(B):  In(z+1) < In (2741)

(2) Résoudre dans ] —3;2[, Vinéquation:
(F): In(4—2z) < In(z+3)

c @ A Un récipient contient un gaz consti-

tué de deux sortes de particules:

Iny = 2

ol

quailion et inequation da mm‘

c @ Résoudre, dans Z, les inéquations suivantes :
(a) 5™ > 2 (d) 0,17 > 2
(@(ln2)n<e2 @ln

~In(3") <

75 % de particules A et 25% de particules de B.

Les particules A sont radioactives et se transforment spon-
tanément en particules B; chaque particule A donne en se
transformant une particule B.

On note p(t) la proportion de particules de particules A dans
le gaz. Ainsi, a Uinstant t=0, on a p(0)=0,75.

Plus généralement, si ¢ est exprimé en années, on a:
p(t) = 0,75-e=** ot \ est une constante réelle.

La demi-vie des particules de type A est égale & 5730 ans.

@ Calculer \; on prendra une valeur approchée décimale a
1075 prés par défaut.

@ Au bout de combien d’années 10 % des particules de type
A se seront-elles transformées en particules de type B?

@ Déterminer la valeur de ¢ pour laquelle il y aura autant
de particules de type A que de particules de type B (on
arrondi & l'unité).

¢ @ Résoudre Dinéquation: In(z + 1) <

In (22 — 3)

B @& @

o On considére la suite (un) géométrique de premier terme

5 et de raison 3

@ Quelle est la limite de la suite (un)7
@ Déterminer le plus petit entier naturel n réalisant
I'inégalité:
uy < 0,01
@ On considére la suite (vn) géométrique de premier terme
2 et de raison —. On note S, la somme des (n+1) pre-

miers termes de la suite (vn) :
Sp=vot+vi+-Fvn
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@ Justifier que la suite (Sn) est croissante.
@ Exprimer la somme S, en fonction du rang n.

@ Justifier qu’a partir d’un certain rang, tous les termes
de la suite (Sn) appartiennent a l'intervalle [9,9 ; 10].

@ Déterminer le plus petit entier naturel n vérifiant

Sn€1[9,9;10].
c @ A On considére la fonction f définie sur
[1 ; —i—oo[ par:

@ Etudier le sens de variation et la limite en +oo de la
fonction f.

@ Montrer qu’il existe dans I'intervalle [1 ; —l—oo[ un unique
nombre réel « tel que f(a)=1,9.

@ Déterminer I'entier naturel ng tel que: ng—1<a<ng.

@ Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal

a 16, on a:
1310
(1 + —) <19.
n

c @ A Une entreprise fabrique des articles.

Suite & une série de controles, un article est détecté possédant
au moins un défaut avec une probabilité de 0,0494.

Un petit commercant passe une commande d’articles a cette
entreprise. Les stocks sont suffisamment grands pour que le
choix de ces articles soit assimilé & un tirage successif et in-
dépendant.

@ En commandant 25 articles, calculer, a 1073 prés, la
probabilité qu’il y ait plus de 2 articles défectueux dans
sa commande.

@ Il veut que sur sa commande la probabilité d’avoir
au moins un article défectueux reste inférieure a 50 %.
Déterminer la valeur maximale du nombre n d’articles
qu’il peut commander.

H. 02100120108 1. .12 0110110 lll-_lllh'-ll-“l'.lll""‘lll'-‘ll._..‘-ll'lllﬂl'.ll"“<'

Résoudre 1’équation et l'inéquation ci-
e @

dessous:

(a) e* +2:¢* —3=0 (b) ¥ +e* —2<0
@& (@ Reésoudre 'inéquation: 227 +6-¢"—8<0
@& (@ Résoudre les inéquations suivantes:

(2 ¢ J_r :1)) >0

eI

c % Soit f la fonction définie par la relation:

2e2T _ g7

@ Déterminer I’ensemble Dy de définition de la fonction f.

@—e2m—e”+2>0

@ On note f’ la fonction dérivée de la fonction f. Montrer
que la fonction f’ admet pour expression :
—e%(e?* —4e” + 1
iy = :

(e2* —e® + 1)2
@ @ Etudier le signe du polynéme 2% —4x+1.

@ En déduire que la fonction f’ admet le tableau de
signes suivant :

x —00 a b 400
fw - + -
On précisera les valeurs de a et de b.

@ @ Déterminer la limite de f en —oo et en +oo.

@ Dresser le tableau de variations de la fonction f. On
y précisera les valeurs approchées de f(a) et de f(b).

c @ m Soit f la fonction définie sur R par:
4-e”

flz)=1

ey

On note_‘)ﬁ sa courbe représentative dans un repére orthogo-
nal (O; i ;7).

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé la courbe %. Elle
coupe ’axe des abscisses aux points A et B.

L’objet de cette partie est de démontrer certaines propriétés
de la fonction f que l'on peut conjecturer & partir du
graphique.

@ La fonction f semble croissante sur 'intervalle [O ;o0 [
@ Vérifier que pour tout réel x:
4% (e — 1
f(z) = ( 2 )
(@ 1)
@ En déduire le sens de variation de la fonction f sur
Iintervalle [O;-l—oo[

@ La droite d’équation =0 semble étre un axe de symétrie
de la courbe %
Démontrer que cette conjecture est vraie.
(Question hors programme 2012)

@ On désigne par a I'abscisse du point A et on pose c=e?.

@ Démontrer que le réel ¢ est une solution de ’équation :
22 —4x4+1=0
En déduire la valeur exacte de a.

@ Donner le signe de f(x) selon les valeurs de z.
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6. zzmztes I

c @ Déterminer la valeur des limites suivantes:

7. z:erzvees I

c @ Déterminer l'expression de la fonction

dérivée de chacune des fonctions suivantes:

Inz+1
@f(x)zx-lnx @g(x)::ﬁ——l—l
@h \/1 m) @]

ln e —1)

c % A On considére la fonction f définie sur

]Og—i—oo[par:
f(x) =2*Inx

(2 lim 2Inz+ o (b) lim In(z+3) — 3=

T—+400 z——31
(© mgr&r In(z) — — @ x’kmoo In (e*+1)
@ x}i}%ﬂ_ o2 Ina+l @ xlﬂloo In (I2—Z‘)

La courbe (%) représentative de la fonction f dans le plan
muni d’un repére orthonormé.

@ @ Déterminer la limite de f en +oo.
@ Etudier les variations de f sur ]0 ; —i—oo[

@ Pour cette question, toute trace de recherche, méme in-
compléte, sera prise en compte dans I’évaluation.

Démontrer qu’il existe une tangente unique a la courbe ¢
passant par O. Préciser une équation de cette tangente.

¢ & A

(1) Soit f la fonction définie sur [0; 400 par:
fl@)=ae* -1
@ Déterminer la limite de la fonction f en +oo et étudier
le sens de variation de f.

@ Démontrer que 1’équation f(z)=0 admet une unique
solution « sur l'intervalle [0;+oo[. Déterminer une
valeur approchée de o & 1072 prés.

@ Déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de z.

(2) On note € la courbe représentative de la fonction ex-
ponentielle et I' celle de la fonction logarithme népérien

dans le plan muni d’un repére orthonormé (O; 157 )

Les courbes € et I' sont données ci-dessous:

| _—
//P/
4

e — |
\
\ L
\ Z
) =
0 - o) ¥l <t e QN ap) S

Soit  un nombre réel strictement positif. On note M le
point de & d’abscisse x et N le point de I d’abscisse x.

On rappelle que pour tout réel x strictement positif:
e” > In(x).

@ Montrer que la longueur M N est minimale lorsque
x=ca. Donner une valeur approchée de cette longueur
a 1072 preés.
1
@ En utilisant la question @, monter que: e*=—.

En déduire que la tangente & % au point d’abscisse «
et la tangente & I" au point d’abscisse a sont paralléles.
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c @ A On considére la fonction f définie sur
[1 ; —i—oo[ par:
1
fo)— o 2@
x
@ Soit g la fonction définie sur [1 ; —|—oo[ par:
g(z) = 2% — 1 +In(x)
Montrer que la fonction g est positive sur [1 ;400 [

@ @ Montrer que, pour tout = de [1 ; +oo[:
f(z) = g()

22
@ En déduire le sens de variation de f sur [1 ; —l—oo[.

c @ A Partie A

On considére la fonction g définie sur 'intervalle ]0;—1—00[
par: g(z)=223—1+2-Inz

@ Etudier les variations de la fonction g sur lintervalle
05 +00].

(2) Justifier qu’il existe un unique réel a tel que g(a)=0.
Donner une valeur approchée de «, arrondie au centiéme.

@ En déduire le signe de la fonction ¢ sur lintervalle
]0;—!—00[.
Partie B

On considére la fonction f définie sur I'intervalle [0;+oo|

Inx

par: f(z) :2:0—?

On note € la courbe représentative de la fonction f dans le
plan, muni d’un repére orthogonal (0; i3] )

@ Déterminer les limites de la fonction f en 0 et en +oc.
@ Justifier que f/(z) a méme signe que g(x).

@ En déduire le tableau de variations de la fonction f.

- =
@ Tracer la courbe ¥ dans le repére (O; i3] ) On pren-

10. ude de familles de mm;j

c e A Pour tout entier naturel n supérieur

ou égal a 1, on désigne par f, la fonction définie par:

fo(z) =a™e™®
On note Cﬁb s& courbe représentative dans un repére orthog-
onal (O; i j) du plan.
Sur le graphique ci-dessous, on a représenté une courbe %
ol k est un entier naturel non nul, sa tangente T} au point
d’abscisse 1 et la courbe €3.

La droite T}, coupe I'axe des abscisses au point A de coordon-

: )
é —5;0/.
nées <5

dra comme unités: 2cm sur 'axe des abscisses et 1cm
sur ’axe des ordonnées.

c e A Partie A : Etude d’une fonction aux-
iliaire g
Soit g la fonction définie sur l'intervalle [O ; —1—00[ par:

g(x) =227 — (2> +1)-In (2°+1)

@ En détaillant les calculs effectués, montrer que:
g () = 2z — 22 In (2+1)

@ Faire I’étude du sens de variation de g sur lintervalle
[0;+00].

@ Montrer qu’il existe un unique réel, que I’on notera «,

dans Dintervalle [\/e—1;+/e2—1], tel que g(a)=0; don-

ner I’approximation décimale 10~2 prés par défaut de a.

@ En déduire le signe de g(x), pour x appartenant
Vintervalle [0;+o00].

Partie B: Etude de la fonction f

La fonction f est définie sur [0 ; —l—oo[ par:
In (1422

fO)=0 ; fla)= n(1+27)

Sa courbe représentative (¢%), dans le plan rapporté a un
repére d’origine O est donnée ci-dessous:

@ @ Montrer que: lim @ =1
z—0 X

En déduire que f est dérivale en 0 et donner la valeur

lorsque x#0

de f'(0).
@ Vérifier que, pour x strictement positif:
, 9(x)
T) = ————"—r
/(@) 22 (1 4 2?)
Faire I’étude du sens de variation de f sur lintervalle
[0;+00].
In (2x2)
@ @ Montrer que, pour z>1: 0< f(z) < ——=
x
@ En déduire la limite de f en +o0.
3%
Ty
2 4
Jt 7 T
ST 3 4 5
[I
1
1
{ oo
1
1
1
]
]
[/
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@ @ Déterminer les limites de la fonction f; en —oo et
en +0o00.

@ Etudier les variations de la fonction f; et dresser le
tableau de variations de fi.

@ A Taide du graphique, justifier que k est un entier
supérieur ou égal a 2.

@ @ Démontrer que pour n>1, toutes les courbes %,
passent par le point O et un autre point dont on don-
nera les coordonnées.

@ Vérifier que pour tout entier naturel n supérieur ou
égal a 2, et pour tout réel x:
ful@)=a""(n —x)e™"

@ Sur le graphique, la fonction f3 semble admettre un max-
imum atteint pour x =3. Valider cette conjecture a I’aide
d’une démonstration.

@ @ Démontrer que la droite T}, coupe ’axe des abscisses
k—2
au point de coordonnées <ﬁ ;0).

@ En déduire, a ’aide des données de 1’énoncé, la valeur
de Uentier k.

c @ Partie A

On considére la famille de fonctions ( fk) définie pour k€N
par: fr(z)=(x+k)-e"+x

On note %} la courbe représentative de la fonction fi dans
un repére orthonormé.

Quelle fonction de la famille (fx) admet la droite (d)
d’équation y=xr—e~2 comme tangente au point d’abscisse
—27

Partie B

@ On considére la fonction g définie par:
g(z) = (x+1)-e* +e 2

@ Déterminer 1’expression de la fonction g'.
@ Dresser le tableau de variations de la fonction g.

@ Déduire des questions précédentes la position relative de
la courbe € et de la droite (d).

c @ A Etant donné un nombre réel k, on
1

consideére la fonction fi définie sur R par: fi(z) =
Le plan est muni d’'un repére orthonormé (O;
Partie A
Dans cette partie, on choisit k=1. On a , pour tout réel x:
)= -—"—
h(@) 1+e®

La représeriati_o)n graphique %) de la fonction f; dans le
repére (O; i3] ) est donnée ci-dessous:

9
4]

1 u/_’___
| —
U B ) a4 ol 71 ) 4

@ Déterminer les limites de fi(z) en 400 et —oco et inter-
préter graphiquement les résultats obtenus.

eil)

T Iter’
@ On appelle f; la fonction dérivée de f; sur R. Calculer,

pour tout réel z, fi(x).
En déduire les variations de la fonction f; sur R.

@ Démontrer que, pour tout réel z: fi(x)

Partie B

Dans cette partie, on choisit k=—1 et on souhaite tracer la
courbe %_; représentant la fonction f_;.

Pour tout réel x, on appelle P le point de %, d’abscisse = et
M le point de €1 d’abscisse .

On note K milieu du segment [M P].

@ Montrer que, pour tout réel z: fi(z)+f_1(x)=1.

@ En déduire que le point K appartient & la droite
1

d’équation y= 2

@ Tracer la courbe %1 sur le repére ci-dessous.

’ E.35) c @ A Soit k un réel strictement positif. On

consideére les fonctions fi définies sur R par:
fe(z)=x+ ke ®

On note %% la courbe représentative de la fonction f; dans
un plan muni d’un repére orthonormé.

On a représenté ci-dessous quelques courbes %) pour dif-
férentes valeurs de k.

4 3 2 10 I 2 3 4 5 6

Pour tout réel k strictement positif, la fonction f; admet un
minimum sur R. La valeur en laquelle ce minimum est at-
teint est I’abscisse du point Ay de la courbe %%. Il semblerait
que, pour tout réel k strictement positif, les points A; soient
alignés.

Est-ce le cas?
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11. Euztes I

E0 €& & A

On considére la fonction g définie sur [1 ; —l—oo[ par:
glx) =In(2zx)+1—x

@ Cette question demande le développement d’une cer-
taine démarche comportant plusieurs étapes. La clarté
du plan d’étude, la rigueur des raisonnements ainsi que
la qualité de la rédaction seront prises en compte dans
la rédaction.

Démontrer que équation g(z) =0 admet sur [1;+oo|
une unique solution notée a.

@ Démontrer que: In (2~a) +1=a«

@ Soit la suite (un) définie par ug=1 et pour tout entier
naturel n, par:
Unt1 = In(2-uy) + 1.
On désigne par (I') la courbe d’(i(;luzgion y=1In(2-z)+1
dans un repére orthonormé (O; i ; j ). Cette courbe

est donnée ci-dessous :

4

= | ——
—
2 e
/| g
!/7 /
4 0 I 4 T ]
-2

@ En utilisant la courbe (T"), construire sur I’axe des ab-
scisses les quatre premiers termes de la suite.

@ Démontrer que pour tout entier naturel n:
1< Up < Un+1 <3

@ Démontrer que la suite (un) converge vers a.

c @ m Soit f la fonction définie sur [0 ; —1—00[

12. zoaarztEmes et EmEaEzZztesl

c @ A Dans un jeu aléatoire, I'événement G

“la partie est gagnée” a une probabilité de:
PG)=—
(@) 180
@ Un joueur répéte six fois ce jeu de maniére indépendante.
Calculer la probabilité qu’il en gagne exactement deux et
en donner une valeur arrondie 4 10~2 prés.

@ Quel nombre minimal de parties un joueur doit-il faire
pour que la probabilité d’en gagner au moins une soit
supérieure a 0,97

par:
f@)=z+e

On note (%) la courbe représentative de f dans un repére
orthonormé (O; i; j).

Partie A

@ Etudier les variations de la fonction f sur [O ; —i—oo[.

@ Déterminer la limite de f en +oo.

Partie B
On considére la suite (U")n>1 A termes positifs définie par:
up =0 5 upt1 = fup) =u, +e 4

Démontrer que, pour tout réel x positif:
In(14z) < =

On pourra étudier la fonction g définie sur [0;+oc0[ par:
g(x) =z — In(1+x)

@ En déduire que, pour tout entier naturel n non-nul:
1
In(n+1) < In(n) + —
n
@ Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul:
1
f[In(n)] =1In(n) + -

@ Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel
n non-nul :
Inn < u,

(5) En déduire la limite de la suite (u,), . .

c @ & Soit (uy) la suite définie par ug=1

et, pour tout entier naturel n:
Upt1 = Up — 1N (un2—|—1)

On admet que la fonction f définie par:
f(@) =z —In (z2+1)
est croissante sur R.

@ Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,
u, appartient a [O ; 1].

(2) Etudier les variations de la suite (uy,).
@ Montrer que la suite (un) est convergente.

@ On note ¢ sa limite, et on admet que ¢ vérifie I’égalité:
fey =1

En déduire la valeur de /.
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c @ A Un joueur débute un jeu vidéo et ef-

fectue plusieurs parties successives. On admet que:
® la probabilité qu’il gagne la premiére partie est de 0,1;

® s’il gagne une partie, la probabilité de gagner la suivante
est égale 4 0,8;

® g’il perd une partie, la probabilité de gagner la suivante
est égale a 0,6.

On note, pour tout entier naturel n non nul:
® (G, I'événement “le joueur gagne la n-iéme partie”;

® p, la probabilité de I’événement G.,,.

13. Eaf;erczces non-czasses l

E c @ A Soit f la fonction définie sur R

par:
4-e”

e 43

On désigne par € sa courbe représentative dans le plan rap-

fa)=a+2-

porté & un repére orthonormé (O; 157 ) d’unité graphique
2cem.

@ @ On note f’ la fonction dérivée de f. Calculer f'(z)
et montrer que, pour tout réel x, on a:
, e’ —3\2
f@=(573)
@ Déterminer les sens de variations de f sur R.

@ Déterminer ’équation de la tangente (T') a la courbe €
au point d’abscisse 0.

&c@m

Résoudre le systéme suivant, ot u et v sont des nombres

On a donc: p;=0,1

@ A Taide de la formule des probabilités totales, montrer
que pour tout entier naturel n non nul:
1 3
Pnt1 = g'pn + g
@ Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n
3 13 /1\"
Lope=2——(3)
non nul: p, 1 15

@ Déterminer la limite de la suite (pn) quand n tend vers
+o00.

@ Pour quelles valeurs de I'entier naturel n a-t-on:

3
Z —p,<1077?

4
réels
1
u + iov: 0
g to_3
47 2

@ Soit f une fonction définie sur R par:

fl@y=a-e*+ (a et b réels)

et +1
Trouver les valeurs des réels a et b, sachant que la courbe

représentative de la fonction f dans un repére (O; 57 )
passe par O et que la tangente & la courbe en ce point

3
est paralléle a la droite (A) d’équation y= 533—2.

2
(3) Soit g la fonction définie sur R par: g(z)=e"— |
eflj
@ Résoudre dans R léquation: g¢(z)=0.
@ Résoudre dans R l'inéquation: g(z)>1
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